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RESUMO 
 
 
Nesse trabalho, estuda-se a convergência numérica de um sistema de equações predador-presa 
do tipo telegráfico, com efeitos reativos, difusivos e de retardo. Tal sistema de EDPs pode 
descrever sistemas biológicos em que tais efeitos não possam ser desprezados. Inicialmente 
realizou-se a modelagem matemática do problema, e em seguida fez-se a discretização do sis- 
tema de EDPs em uma malha no nível de tempo k, por meio do método das diferenças finitas, 
obtendo um sistema de equações explícitas. Em seguida, analisou-se a consistência dos mé- 
todos de discretização de um sistema de equações predador-presa clássico, de uma equação 
telegráfica e por fim de uma equação telegráfica predador-presa. Posteriormente foram calcu- 
ladas as condições de estabilidade de Von Neumann para estas equações. Através do Teorema 
de Equivalência de Lax verificou-se que o refinamento da malha, bem como os parâmetros dos 
modelos, as constantes reativas, a constante de difusão e o termo de retardo, oriundo da equação 
de Maxwell-Cattaneo, determinam as condições de estabilidade/instabilidade do problema. 
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de Maxwell-Cattaneo. Efeitos difusivo-reativo. Teorema da Equivalência 
de Lax. 
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ABSTRACT 
 
 
In this work, we study the numerical convergence of a predator-prey system of the telegraphic 
type equation, with reactive, diffusive, convective and delay effects. This system of PDEs can 
describe biological systems in which such effects can not be ignored. Initially the mathematical 
modeling of the problem was performed, and the system of PDEs was discretized in a mesh at 
the time step k by the finite difference method, obtaining a system of explicit equations. Then, 
the consistency of the methods of discretization of a system of classic predator-prey equations, 
a telegraphic equation, and finally a predator-prey telegraph equation was analyzed. Subse- 
quently, the Von Neumann stability conditions were calculated for these equations. Through 
the Lax Equivalence Theorem, it was verified that the mesh refinement, as well as the parame- 
ters of the models, the reactive constants, the diffusion constant and the delay term, from the 
Maxwell-Cattaneo equation determine the stability/instability conditions of the problem. 
 
Keywords: Mathematical modeling. Consistency. Von Neumann stability. Maxwell-

Cattaneo’s delay. Difusive-convective-reactive effects. Lax equivalence 
Theorem. 
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1 INTRODUÇÃO

Atualmente existe um crescente interesse no estudo de dinâmica de popula-
ções, seja devido à necessidade de ter um melhor controle de epidemias, ou para amenizar os
prejuizos econômicos , biológicos e sociais causados por espécies invasoras, entre outras neces-
sidades. Matematicamente, uma das maneiras para modelar a interação entre populações é por
meio de EDOs e EDPs. Historicamente, estas questões foram tratadas principalmente no ramo
das ciências humanas, no que tange a estudos geográficos e ecológicos [20].

Uma das primeiras aplicações da Matemática em ecologia ocorreu no livro
"An essay on the principle of population”, escrito por Thomas Malthus em 1798 [40]. Nele é
mencionado pela primeira vez que uma população com oportunidade para reprodução cresce
exponencialmente no tempo. Usando a notação moderna, a dinâmica de uma população S sem
limitações de recursos pode ser descrita pela equação diferencial

dS

dt
= aS, (1.1)

onde a > 0 é a taxa de crescimento da população. Segundo esta equação, o crescimento é
exponencial, uma vez que tem a solução S(t) = S0e

at, para uma população inicial S(0) = S0

dada [44].
O passo seguinte neste campo foi a introdução do modelo de uma população

que é limitada no tamanho devido à restrições do ambiente. A dinâmica de tal população foi
descrita por Verhülst em 1838 [54] por meio da equação

dS

dt
=
aS(K − S)

K
, (1.2)

que é conhecida como equação logística, na qual a > 0 é a taxa de crescimento da população e
K > 0 é o tamanho estacionário da população ou taxa de saturação da população, determinado
pelos recursos disponíveis [44].

As equações (1.1) e (1.2) foram usadas para descrever a dinâmica de uma
única população e somente na década de 1920 tiveram início os primeiros estudos matemáti-
cos destinados a descrever as interações entre populações [5]. Neste período surge o primeiro
modelo matemático destinado a descrever duas populações interagindo, com os trabalhos de
Alfred J. Lotka (1880-1949) e Vito Volterra (1860-1940). O modelo proposto, hoje conhecido
como modelo Lotka-Volterra [39, 55], é dado por

dS1

dt
= a1S1 − c1S1S2

dS2

dt
= −a2S2 + c2S1S2, (1.3)
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onde S1 > 0 e S2 > 0 denotam a densidade das populações de espécies que se interagem,
a1 > 0 é a taxa de natalidade da espécie S1, c1, c2 > 0 é a taxa de competição/interação entre
as duas espécies (podendo ser iguais ou não) e por último, a2 > 0 é a taxa de mortalidade da
espécie S2. O sistema (1.3), pode descrever uma interação entre espécies do tipo predador-presa,
onde as populações S1 e S2 podem ser representadas por populações de presas e predadores,
respectivamente.

Sobre o efeito da predação de uma espécie por outra, surgiram na literatura,
vários trabalhos a fim de descrever matematicamente este fenômeno o mais próximo da reali-
dade [19, 22, 24, 37]. A partir do final da década de 1950, C. S. Holling realizou experimentos
para investigar como a taxa de captura de presas por um predador está relacionada à densidade
das presas [30, 31], uma relação que antes havia sido denominada resposta funcional [51]. Hol-
ling identificou três categorias gerais de resposta funcional que ele chamou de tipo 1, 2 e 3
(Figura 1.1). A resposta funcional do tipo 1 é a mais simples: o número de presas consumidas
aumenta em proporção direta com a densidade da presa ilimitadamente, isto é, a porcentagem
da população de presas consumidas pela densidade da presa é constante. A resposta funcional
do tipo 2 diz que com o aumento da população de presa, cada predador fica saciado e passa a
consumir um número constante de presa. Com o aumento da população de presas, uma propor-
ção menor dessa população é consumida. A resposta funcional do tipo 3 é semelhante ao do
tipo 2, exceto na baixa densidade de presas, onde ocorre uma certa acelereção do consumo de
presas, isto se deve ao fato de que alguns predadores são mais eficientes na captura de presas
mais comuns ou ocorre uma troca de presa, podendo ambos os casos ocorrerem.

Figura 1.1: Três tipos de respostas funcionais identificadas por Holling.
Fonte: Adaptado de [25].
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Em 1958, Carl B. Huffaker [33] através de uma série de experimentos, inves-
tigou em laboratório os efeitos da estrutura espacial de uma interação de populações de ácaros.
Huffaker designou um conjunto de experimentos usando laranjas como patches em vários ti-
pos de arranjos (laranjas totalmente expostas, laranjas parcialmente expostas) para testar ideias
sobre os efeitos da estrutura espacial na persistência da interação predador-presa. Primeiro,
Huffaker mostrou que a interação predador-presa não poderia sobreviver em um ambiente ho-
mogêneo sem dispersão. Em segundo lugar, para testar o papel da migração, Huffaker manipu-
lou o ambiente espacial de forma a contribuir e restringir a dispersão das populações, e notou
que houve um aumento no tempo de persistência do sistema. Finalmente, em uma extenção a
este trabalho, o sistema experimental foi expandido para incluir mais patches e mais complexi-
dade do meio ambiente [32]. Desta série de experiências, Huffaker mostrou que o aumento da
persistência da interação do sistema predador-presa era uma conseqüência da estrutura espacial
e da complexidade do sistema.

Um efeito específico que pode ser levado em conta na interação entre espécies
é o efeito Allee, que foi descrito pela primeira vez na década de 1930 pelo seu homônimo, War-
der Clyde Allee [3]. Através de estudos experimentais, Allee pôde demonstrar que a população
de um certo peixe, cresce mais rapidamente quando há mais indivíduos dentro de um tanque.
Isso o levou a concluir que o mutualismo pode melhorar a taxa de sobrevivência dos indivíduos,
e essa cooperação pode ser crucial na evolução geral da estrutura social. Na visão clássica da
dinâmica populacional, tem-se que, devido à competição por recursos, uma população terá uma
taxa de crescimento reduzida em maior densidade e uma maior taxa de crescimento em menor
densidade. Em outras palavras, quanto menor a densidade populacional de uma espécie, maior
será a efetividade da mesma na busca de recursos, uma vez que esses são limitados. No en-
tanto, o conceito do efeito Allee introduziu a ideia de que o contrário é verdadeiro. Para essas
espécies, os indivíduos necessitam da assistência de outros indivíduos para sobreviverem. O
exemplo mais óbvio é observado em animais que procuram presas ou se defendem em grupo
contra predadores.

Atualmente na literatura, através de modelagens matemáticas mais comple-
xas, encontra-se trabalhos que dão ênfase aos estudos da dinâmica de espécies invasoras, epi-
demias e outros fenômenos biológicos [6, 7, 26, 36].

Paralelamente ao desenvolvimento de modelos biológicos mais realísticos,
estudos sobre a convergência de métodos numéricos tem recebido muita atenção da comunidade
científica. O Teorema da Equivalência de Lax é fundamental para a análise da solução numérica
de equações diferenciais parciais, descreve que em um problema de valor inicial bem-posto e
um método de discretização consistente, estabilidade é condição necessária e suficiente para a
convergência numérica [35].

A estabilidade de métodos numéricos está intimamente associada à propaga-
ção dos erros numéricos nas iterações. Um método de diferenças finitas é estável se os erros
produzidos em um passo de tempo do cálculo não provocam um aumento dos erros, à medida
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que os cálculos avançam. Com respeito à estabilidade, há 3 classes de métodos numéricos [28].
Um método numérico condicionalmente estável depende de certos parâmetros para que os erros
permaneçam limitados. Se os erros diminuírem ao longo do processo iterativo, o método numé-
rico é dito como sendo estável. Se, de outra forma, os erros aumentarem, a solução numérica
irá divergir em relação à solução exata, e então o método numérico é dito como sendo instável.
A estabilidade de métodos numéricos pode ser averiguada pela análise de estabilidade de Von
Neumann [18], por exemplo. Para problemas dependentes do tempo, a estabilidade garante que
o método numérico produza uma solução limitada sempre que a solução da equação diferen-
cial for limitada. Estabilidade em geral, pode ser dificilmente averiguada, especialmente se a
equação em questão for não-linear [34].

Por outro lado, a consistência de um esquema numérico implica que o pro-
blema discreto é uma aproximação satisfatória da equação diferencial estudada, em outras pa-
lavras, o esquema ou operador de diferenças finitas é consistente se o operador se reduz à
equação diferencial original à medida que os incrementos nas variáveis independentes tendem
à zero [49].

Nesse contexto, o objetivo deste trabalho é verificar a consistência e estabili-
dade de uma equação predador-presa do tipo telegráfica e através do Teorema da Equivalência
de Lax estudar as condições da convergência do método numérico para a solução real do pro-
blema.

A dissertação é estruturada como apresentada na sequência. No Capítulo 2
é feita uma modelagem matemática de um modelo aprimorado das equações predador-presa
que contemple o fenômeno de retardo na dissipação das populações e o fenômeno convectivo
devido a um fluido circundante. O termo de retardo é introduzido por meio da equação de
Maxwell-Cataneo e a influência do efeito convectivo na dinâmica das populações é introduzido
por meio das equações de Navier-Stokes. Das interações entre os modelos hidrodinâmico e
Predador-Presa surge o modelo difusivo-convectivo-reativo, onde os efeitos reativos são devidos
às interações predador-presa.

No Capítulo 3 serão feitas as discretizações das equações de populações da
presa e do predador, de modo que o esquema resultante seja um esquema explícito. Utilizou-
se o método de diferenças finitas que consiste na reformulação do problema contínuo em um
problema discreto usando fórmulas de diferenças finitas, tomadas sobre uma malha apropriada.

No Capítulo 4 será analisado a consistência dos esquemas obtidos das discre-
tizações realizadas no Capítulo 3.

No Capítulo 5 analisar-se-a as condições de estabilidade numérica dos esque-
mas obtidos das discretizações realizadas no Capítulo 3. Como critério de estabilidade numérica
será utilizado o critério de Von Neumann.

No Capítulo 6 será discutido a convergência numérica das equações e serão
realizadas experimentações numéricas para o estudo da convergência das soluções numéricas
devido ao refinamento de malha. Finalmente as conclusões serão apresentadas.
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2 MODELAGEM DE UM SISTEMA PREDADOR-PRESA

Neste capítulo, inicialmente, realiza-se a modelagem da equação de Maxwell-
Cattaneo. Posteriormente, desenvolve-se a modelagem de um sistema predador-presa clássico
e com retardo [40, 54]. Em seguida, generaliza-se o modelo introduzindo o efeito convectivo,
supondo que as populações se encontram imersas em meios fluidos.

2.1 EQUAÇÃO DE MAXWELL-CATTANEO

A lei de Fourier propõe que os sinais térmicos se propaguem com velocidade
infinita [41], o que na prática não acontece, configurando o chamado “Paradoxo da lei de Fou-
rier”. Para corrigir esta propriedade irrealista, uma proposta é a modificação da lei de Fourier
pela lei de Maxwell-Cattaneo [11].

2.1.1 LEI DE FICK

A lei de Fick, que faz parte da modelagem do problema, é uma lei quantitativa
na forma de equação diferencial que descreve diversos casos de difusão de matéria ou energia
em um meio, no qual inicialmente não existe equilíbrio químico ou térmico. Recebe seu nome
de Adolf Eugen Fick, que a derivou em 1855.

Em situações nas quais existem gradientes de concentração de uma substân-
cia, ou de temperatura, se produz um fluxo de partículas ou de calor que tende a homogenizar a
dissolução e uniformizar a concentração ou a temperatura. O fluxo homogenizador é uma con-
sequência estatística do movimento aleatório das partículas que dá lugar ao segundo princípio
da termodinâmica, conhecido também como movimento térmico casual das partículas. Assim,
os processos físicos de difusão podem ser vistos como processos físicos ou termodinâmicos
irreversíveis.

Este fluxo de partículas irá no sentido oposto do gradiente e, se este é débil,
poderá ser aproximado pelo primeiro termo da série de Taylor, resultando a lei de Fick. Esta mo-
delagem leva em consideração que a difusão dos predadores independem da difusão das presas,
assim, considera-se ao longo deste trabalho, fluxos J1 e J2 com constantes de difusibilidade D1

e D2, derivados (os fluxos) da lei de Fick para a presa e predador, respectivamente. Em outras
palavras, o movimento aleatório devido a difusão da presa não depende da difusão do predador.
Em resumo, a primeira Lei de Fick em uma dimensão [45] pode ser expressa matematicamente
como

Jj = −Dj
∂Sj
∂x

, (2.1)

onde Jj é o fluxo de populações devido à difusão de Sj, com Sj a concentração das espécies,
para j = 1, 2. O sinal negativo acima indica que esse fluxo ocorre na direção contrária ao
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gradiente de concentração, isto é, no sentido das concentrações altas para as concentrações
baixas [45]. Para dimensões maiores ou iguais a dois a primeira Lei de Fick torna-se

Jj = −Dj∇ · Sj. (2.2)

2.1.2 EQUAÇÃO DE DIFUSÃO

Quando uma gota de tinta cai em um recipiente com água, pode-se observar
que a gota de tinta começa a se dispersar em todas as direções, colorindo a água. Esse fenômeno
acontece porque as moléculas da água estão em movimento e se chocam com as móleculas da
gota de tinta, provocando seu deslocamento. Deste modo, diz-se que a tinta está se difundindo.
Normalmente a difusão pode ser acompanhada por processos que influenciam a organização
espacial das substâncias ou espécies envolvidas no processo. Em sistemas com mais de uma
espécie ou substância, sob condições apropriadas, podem ocorrer reações químicas ou outras
interações. Sistemas que contemplam a difusão e a interação entre as espécies são denominados
sistemas de reação-difusão. As interações de natureza química de uma espécie, consigo mesma
ou com outras espécies, são designadas pelo termo de reação.

De acordo com o Princípio da Conservação de Massa [21], a taxa de variação
da quantidade de matéria contida em um volume V deve ser igual ao fluxo líquido da matéria
através de uma superfície C que a delimita, somada à quantidade de matéria transformada no
interior de V devido ao termo reativo. Matematicamente tem-se

∂

∂t

∫
V

Sj(t, x)dV = −
∫
C

(Jj(t, x, Sj) · n)dC +

∫
V

Fj(t, x, Sj)dV. (2.3)

Na Equação (2.3), aplicada a um sistema predador-presa, Sj(x, t), com j =

1, 2 tal que se j = 1 é a densidade de presas e j = 2 representa a densidade da população de
predadores. O vetor n é o vetor normal à superfície C, Fj(t, x, S) representa o termo de reação
da presa, caso j = 1 e do predador, caso j = 2. Utilizando o Teorema da Divergência na
integral do termo difusivo, (2.3) torna-se

∂

∂t

∫
V

SjdV = −
∫
V

∇ · JjdV +

∫
V

FjdV. (2.4)

Pode-se reescrever a Equação (2.4) como∫
V

(
∂Sj
∂t

+∇ · Jj − Fj
)
dV = 0. (2.5)

Como a Equação (2.5) independe do volume de integração V , pela equação
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de continuidade, para Sj, o integrando anula-se, ou seja,

∂Sj
∂t

+∇ · Jj − Fj = 0. (2.6)

No caso unidimensional se tem

∂Sj
∂t

= −∂Jj
∂x

+ Fj (Sj) , (2.7)

que é conhecida como Equação de Difusão - Reação [47].

2.1.3 MODELAGEM DA EQUAÇÃO DE MAXWELL-CATTANEO

A condução de calor induzida por um pequeno gradiente de temperatura em
estados estacionários, geralmente, satisfaz a equação (2.2) onde descreve que a densidade de
corrente de calor J é simplesmente proporcional ao gradiente de temperatura local instantâneo
∇T , isto é, no unidimensional

J = −D∇T. (2.8)

A equação (2.2) não descreve o aquecimento da condução em estados não-
estacionários, porque implica uma velocidade infinita de propagação do sinal, que é fisicamente
inconsistente dentro da estrutura da relatividade. Dentre várias modificações que recuperam o
caráter realístico do problema tem-se a lei de Maxwell-Cattaneo descrita por(

1 + τ
∂

∂t

)
J = −D∇T, (2.9)

onde τ é o tempo de retardo característico, representando o tempo necessário para a corrente de
calor atingir o estado estacionário. Recentemente, descobriu-se que em certas situações a Lei
de Maxwell-Cattaneo também fere a segunda Lei da Termodinâmica [2].

Logo, a versão 1D da equação de Maxwell-Cattaneo para o problema em
estudo, onde é conveniente substituir T por Sj em (2.9), sabendo que Sj = Sj(x, t), com
j = 1, 2 é a densidade de população de presa e predador, respectivamente. Assim, tem-se então
que (2.9) tem a forma final

τj
∂Jj
∂t

+ Jj = −Dj
∂Sj
∂x

, (2.10)

onde τj , com j = 1 é o tempo de reação da presa quando exposta à predação, e j = 2 é o tempo
de reação do predador à captura da presa. Por conseguinte, derivando (2.7) com respeito à t e
(2.10) com respeito à x, tem-se

∂2Sj
∂t2

= − ∂

∂t

(
∂Jj
∂x

)
+
∂

∂t
Fj (Sj) (2.11)
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e
τj
∂

∂x

(
∂Jj
∂t

)
+
∂Jj
∂x

= −Dj
∂2Sj
∂x2

, (2.12)

sabendo que Fj = Fj(Sj, x, t) e Sj = Sj(x, t), então pela regra da cadeia vale

∂

∂t
Fj (Sj) =

d

dS
Fj(Sj)

∂Sj
∂t

, (2.13)

então (2.11) torna-se

∂2Sj
∂t2

= − ∂

∂t

(
∂Jj
∂x

)
+

d

dSj
Fj(Sj)

∂Sj
∂t

. (2.14)

Multiplicando por τj a equação (2.14),

τj
∂2Sj
∂t2

= −τj
∂

∂t

(
∂Jj
∂x

)
+ τj

d

dSj
Fj(Sj)

∂Sj
∂t

, (2.15)

isolando o termo −τj
∂

∂t

(
∂Jj
∂x

)
em (2.15) e isolando o termo −τj

∂

∂x

(
∂Jj
∂t

)
em (2.12), de

acordo com o Teorema de Clairaut-Schwarz [52], igualando-os obtém-se

τj
∂2Sj
∂t2
− τj

d

dSj
Fj (Sj)

∂Sj
∂t

= Dj
∂2Sj
∂x2

+
∂Jj
∂x

, (2.16)

onde j = 1, 2.

Por fim, isolando
∂Jj
∂x

em (2.7) e substituindo em (2.16), fazendo algumas
manipulações, tem-se uma equação predador-presa com retardo cujas populações estão sujeitas
a processos reativos - difusivos [43]

τj
∂2Sj
∂t2

+

[
1− τj

d

dSj
Fj (Sj)

]
∂Sj
∂t

= Dj
∂2Sj
∂x2

+ Fj (Sj) , j = 1, 2. (2.17)

A equação (2.17) também é chamada de Equação do Telégrafo, cujo nome
deriva dos trabalhos originais de William Thomson (Lord Kelvin), que descrevia a propagação
de um sinal elétrico através de um cabo de comprimento grande. Em seus trabalhos, a evolução
da corrente elétrica I(x, t) através do cabo era descrita pela equação

∂2I

∂t2
+ a1

∂I

∂t
+ a2I = a3

∂2I

∂x2
, (2.18)

onde a1 é a constante de amortecimento/viscosidade, a2 é a constante de oscilação e a3 é a ve-
locidade quadrática de propagação da onda no meio [10]. Desde então, equações semelhantes
surgiram como uma descrição útil para muitas outras situações físicas e matemáticas, especial-
mente na teoria dos transportes. Na sequência modela-se a dinâmica de sistemas predador-presa
com retardo através de equações do tipo telégrafo na forma (2.17).
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2.2 SISTEMA PREDADOR-PRESA

Nesta seção, mostrar-se-á uma modelagem matemática da Equação do Telé-
grafo com retardo, que modela o comportamento de um sistema predador-presa, com retardo,
imerso em um fluido.

2.2.1 SISTEMA PREDADOR-PRESA CLÁSSICO

O primeiro modelo matemático elaborado para descrever a dinâmica de duas
populações interagindo como um sistema predador-presa foi sugerido independentemente por
Alfred Lotka (1880-1949) e Vito Volterra (1860-1940) em [39] e [55], respectivamente. O
modelo de Lotka-Volterra é dado por

dS1

dt
= a1S1 − c1S1S2

dS2

dt
= −a2S2 + c2S1S2. (2.19)

Reforçando os conceitos, neste sistema S1 > 0 e S2 > 0 denotam a densidade
das populações da presa e do predador, respectivamente, a1 > 0 é a taxa de natalidade das
presas, c1 > 0 é a taxa per capita do consumo de presas pela população de predadores, a2 > 0

é a taxa de mortalidade dos predadores na ausência das presas e c2 > 0 é a taxa de biomassa
de presas que é convertida em biomassa de predadores. O modelo (2.19) tem como base as
seguintes hipóteses:

1) na ausência de predadores, a população de presas cresce exponencialmente de acordo
com a Lei de Malthus;

2) se não houver presas, a população de predadores decai exponencialmente até a extinção;

3) a quantidade total de presas consumidas pelos predadores por unidade de tempo depende
linearmente da densidade populacional de ambos, predadores e presas;

4) a porção de biomassa de presas que é convertida em biomassa de predadores é constante;

5) nenhum outro fator afeta a dinâmica do sistema.

Sabe-se que a função

L(S1, S2) = c2S1 − a2 lnS1 + c1S2 − a1 lnS2, (2.20)

é uma primitiva do sistema (2.19). Logo, esta função (2.20) é constante ao longo das soluções
de (2.19) quando S1, S2 > 0. Em outras palavras, (2.20) é solução geral de (2.19), ver [29].
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Na literatura, existem vários estudos a cerca do sistema (2.19), onde conclui-
se que para qualquer população inicial dada, com S1(0) > 0 e S2(0) > 0, as populações do
predador e da presa oscilam ciclicamente, conforme a Figura 2.1

Figura 2.1: Retrato de fase do sistema (2.19).
Fonte: Baseado em https://commons.wikimedia.org/wiki/User:Wiso.

2.2.2 SISTEMA TELEGRÁFICO PREDADOR-PRESA

Suponha F1 e F2 em (2.17) como sendo as respostas funcionais baseadas nos
modelos de P. Verhulst (1838), A. Lotka (1925) e V. Volterra (1926). Considera-se agora, as
seguintes hipóteses:

H1 - Existe um fluido incompressível que transporta as populações S1 (x, t) e S2 (x, t);

H2 - A equação de Navier-Stokes 1D descreve o fluxo do fluido onde estão imersas as popula-
ções;

H3 - A região de competição é limitada;

H4 - Os termos de retardo, τj, j = 1, 2, independem um do outro;

H5 - Os termos de difusão são desacoplados, isto é, a difusão da presa não altera a do predador
e vice-versa;

H6 - Para a equação (2.7) considera-se a contribuição da convecção, então a equação fica rees-
crita como

∂Sj
∂t

= −∂Jj
∂x
− ∂ (Sju)

∂x
+ Fj (Sj) . (2.21)
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Derivando (2.21) com respeito a variável t, tem-se

∂2Sj
∂t2

= − ∂

∂t

(
∂Jj
∂x

)
− ∂

∂t

(
∂ (Sju)

∂x

)
+
∂

∂t
Fj (Sj) . (2.22)

Isolando e multiplicando por τj o termo− ∂

∂t

(
∂Jj
∂x

)
em (2.22) e isolando o termo−τj

∂

∂x

(
∂Jj
∂t

)
em (2.12), assumindo o Teorema de Clairaut-Schwarz, igualando-os obtém-se

τj
∂2Sj
∂t2

+ τj
∂

∂t

(
∂ (Sju)

∂x

)
− τj

d

dSj
Fj (Sj)

∂Sj
∂t

= Dj
∂2Sj
∂x2

+
∂Jj
∂x

. (2.23)

Por fim, isola-se
∂Jj
∂x

em (2.21), substitui em (2.23) e com algumas manipu-
lações obtém-se a Equação do Telégrafo Difusiva - Convectiva - Reativa com retardo, que será
denominada no restante do texto como equação telegráfica predador-presa,

τj
∂2Sj
∂t2

+ τj
∂

∂t

(
∂ (Sju)

∂x

)
+

[
1− τj

d

dSj
Fj (Sj)

]
∂Sj
∂t

= −∂ (Sju)

∂x
+Dj

∂2Sj
∂x2

+ Fj (Sj) ,

(2.24)
com j = 1, 2.

Portanto, considerando-se as hipóteses de que as populações de presas e pre-
dadores estão imersas em um fluido que escoa, onde o fluxo (velocidades e pressões) são des-
critas por equações de Navier-Stokes, então as densidades populacionais do sistema predador-
presa são dadas por

∂u

∂t
+

∂

∂x
(uu) +

1

ρ

∂p

∂x
− µ

ρ

∂2u

∂x2
= 0

1

ρ

∂2p

∂x2
+
∂

∂t

(
∂u

∂x

)
+

∂2

∂x2
(uu)− µ

ρ

∂2

∂x2

(
∂u

∂x

)
= 0

τ1
∂2S1

∂t2
+ τ1

∂

∂t

(
∂

∂x
(S1u)

)
+

[
1− τ1

dF1

dS1

]
∂S1

∂t
= − ∂

∂x
(S1u) +D1

∂2S1

∂x2
+ F1

τ2
∂2S2

∂t2
+ τ2

∂

∂t

(
∂

∂x
(S2u)

)
+

[
1− τ2

dF2

dS2

]
∂S2

∂t
= − ∂

∂x
(S2u) +D2

∂2S2

∂x2
+ F2,

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

onde t e x são as variáveis temporal e espacial, u é a velocidade do fluido e p a sua pressão, ρ
a densidade do fluido e µ a sua viscosidade, τ1 e τ2 são parâmetros de retardo das populações,
enquanto D1 e D2 são seus coeficientes de difusibilidade, e por fim, S1(x, t) e S2(x, t) são
as densidades populacionais, enquanto F1 e F2 são os termos fonte da presa e do predador,
respectivamente.
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3 DISCRETIZAÇÃO DO SISTEMA TELEGRÁFICO PREDADOR-PRESA

Neste capítulo será discutido métodos numéricos de discretização do sistema
telegráfico predador-presa envolvendo as equações (2.27) - (2.28), quando considera-se as equa-
ções de Navier-Stokes desacopladas do sistema predador-presa. Nessa configuração do sistema
predador-presa, a velocidade do fluido u é prescrita, ou seja, não é dado pelas equações de
Navier-Stokes (2.25)-(2.26).

3.1 MÉTODO DE DIFERENÇAS FINITAS USUAIS

A ideia central do método das diferenças finitas é a discretização do domí-
nio e a aproximação das derivadas por valores numéricos da função em questão. Na prática
substitui-se as derivadas pela razão incremental, que converge para o valor da derivada, quando
o incremento tende a zero.

3.1.1 EQUAÇÕES DE DIFERENÇAS FINITAS PARA FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL

Nesta seção, como simplificação, será tratado o problema unidimensional. A
generalização para dimensões maiores ou iguais a dois pode ser obtida de maneira análoga.
Considere inicialmente, x0 ∈ R qualquer e h um número positivo. Defini-se malha de passo h
associada a x0 como o conjunto de pontos dados por

xi = x0 + ih, i = 1, . . . , n.

Nos pontos da malha serão calculadas aproximações para uma função f(x) e
suas derivadas. A ferramenta utilizada no cálculo dessas aproximações é o Teorema de Taylor
[18, 48].

Teorema 3.1. ( Série de Taylor para funções de uma variável )

Seja f : I → R uma função derivável n+ 1 vezes no intervalo I ⊂ R contendo x. Então, para

cada x+ h em I existe um número real ξ ∈ (x, x+ h) tal que

f(x+ h) =
n∑
k=0

f (k)(x)

k!
hk +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
hn+1. (3.1)

O termo f (n+1)(ξ)
(n+1)!

hn+1 representa o erro da aproximação de f(x + h) pelo
polinômio de grau n dado por

Pn(h) =
n∑
k=0

f (k)(x)

k!
hk. (3.2)

Se n = 1 em (3.1), tem-se uma aproximação para a derivada f ′(x)
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f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
f ′′(ξ)

2
h2, (3.3)

pois isolando f ′(x) em (3.3) obtem-se

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
− f ′′(ξ)

2
h. (3.4)

A equação (3.4) é conhecida como fórmula de diferenças finitas progressiva de f(x) e o termo
f ′′(ξ)

2
h representa o erro da aproximação. Por outro lado, substituindo h por −h na equação

(3.3) e isolando f ′(x), obtem-se a fórmula de diferenças finitas regressiva de f ′(x) dada por

f ′(x) =
f(x)− f(x− h)

h
+
f ′′(ξ)

2
h. (3.5)

Se n = 2 em (3.1), e considerando (3.1) para h e−h, respectivamente, obtem-
se

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
f ′′(x)

2!
h2 +

f ′′′(ξ1)

3!
h3 (3.6)

e
f(x− h) = f(x)− f ′(x)h+

f ′′(x)

2!
h2 − f ′′′(ξ2)

3!
h3. (3.7)

Subtraindo a equação (3.7) da equação (3.6) e isolando f ′(x), segue

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
−
(
f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)

3!

)
h2. (3.8)

Aplicando o Teorema do Valor Intermediário para funções contínuas na equação (3.8), segue
que

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
− f ′′′(ξ)

3!
h2, (3.9)

com ξ ∈ [min{ξ1, ξ2},max{ξ1, ξ2}]. A equação (3.9) é conhecida como fórmula de diferenças
finitas centrada de f ′(x).

Seguindo a mesma ideia, pode-se estabelecer uma expressão para o cálculo
aproximado da derivada de segunda ordem. Para isso, considere n = 3 em (3.1) com h e −h,
respectivamente, obtêm-se

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
f ′′(x)

2!
h2 +

f ′′′(x)

3!
h3 +

f (4)(ξ1)

4!
h4 (3.10)

e

f(x− h) = f(x)− f ′(x)h+
f ′′(x)

2!
h2 − f ′′′(x)

3!
h3 +

f (4)(ξ2)

4!
h4. (3.11)

Somando as equações (3.10) e (3.11) e isolando f ′′(x) segue

f ′′(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
− f (4)(ξ)

12
h2. (3.12)
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A equação (3.12) é conhecida como fórmula de diferenças finitas centrada de f ′′(x).

3.1.2 EQUAÇÕES DE DIFERENÇAS FINITAS PARA FUNÇÕES DE DUAS VARIÁ-
VEIS

As fórmulas de diferenças finitas já obtidas em uma dimensão podem ser
utilizadas para obter aproximações para as derivadas parciais de uma função de várias variáveis.
Para ilustrar, considere o caso de duas dimensões. Assim, uma malha no plano (x, t) é dada
como o conjunto de pontos (xi, tj) = (x0 + ih, t0 + jk), ou seja, com espaçamento h em x e k
em t. A fim de obter aproximações das derivadas das funções de duas variáveis, será utilizado
o Teorema da Série de Taylor de duas variáveis [18, 48].

Teorema 3.2. ( Série de Taylor para funções de duas variáveis )

Seja f : A → R uma função de classe Cn+1 no conjunto aberto A ⊂ R2 e (x, t) ∈ A. Seja

h, k ∈ R tais que (x+ λh, t+ λk) ∈ A, com λ ∈ [0, 1] , então existe um número real ξ ∈ (0, 1)

tal que

f(x+ h, t+ k) = f(x, t) +
∂f

∂x
(x, t)h+

∂f

∂t
(x, t)k + · · ·

· · · +
1

n!

n∑
j=0

(
n

j

)
∂nf

∂xn−j∂tj
(x, t)hn−jkj +O(h, k)n+1, (3.13)

onde

O(h, k)n+1 =
1

(n+ 1)!

n+1∑
j=0

(
n+ 1

j

)
∂n+1f

∂xn+1−j∂tj
(x+ ξh, t+ ξk)hn+1−jkj. (3.14)

Observação. No caso onde o acréscimo ocorrer em apenas uma das variáveis, como por exem-
plo, f(x+ h, t), a notação do erro da aproximação de Taylor será reduzida de O(h, k)n+1, para
simplesmente O(h)n+1, desde que claro a sua origem.

Assim, utilizando o Teorema 3.2 e raciocínios análogos ao de uma variável,
seguem as seguintes fórmulas para aproximação das derivadas parciais de funções de duas va-
riáveis.

• Diferenças finitas progressivas

∂f(x, t)

∂t
=

f(x, t+ k)− f(x, t)

k
− k

2

∂2f(x, ζ)

∂t2
; (3.15)

∂f(x, t)

∂x
=

f(x+ h, t)− f(x, t)

h
− h

2

∂2f(ξ, t)

∂x2
, (3.16)

com t < ζ < t+ k e x < ξ < x+ h.
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• Diferenças finitas regressivas

∂f(x, t)

∂t
=

f(x, t)− f(x, t− k)

k
+
k

2

∂2f(x, ζ)

∂t2
; (3.17)

∂f(x, t)

∂x
=

f(x, t)− f(x− h, t)
h

+
h

2

∂2f(ξ, t)

∂x2
, (3.18)

com t− k < ζ < t e x− h < ξ < x.

• Diferenças finitas centradas

∂f(x, t)

∂t
=

f(x, t+ k)− f(x, t− k)

2k
− k2

6

∂3f(x, ζ)

∂t3
; (3.19)

∂2f(x, t)

∂t2
=

f(x, t+ k)− 2f(x, t) + f(x, t− k)

k2
− k2

12

∂4f(x, ζ)

∂t4
; (3.20)

∂f(x, t)

∂x
=

f(x+ h, t)− f(x− h, t)
2h

− h2

6

∂3f(ξ, t)

∂x3
; (3.21)

∂2f(x, t)

∂x2
=

f(x+ h, t)− 2f(x, t) + f(x− h, t)
h2

− h2

12

∂4f(ξ, t)

∂x4
, (3.22)

com t− k < ζ < t+ k e x− h < ξ < x+ h. Por último,

∂2f(x, t)

∂x∂t
=

f(x+ h, t+ k)− f(x+ h, t− k)− f(x− h, t+ k) + f(x− h, t− k)

4hk

− h2

6

∂4f(ξ1, ζ1)

∂x3∂t
− k2

6

∂4f(ξ2, ζ2)

∂x∂t3
, (3.23)

com x− h < ξ1, ξ2 < x+ h e t− k < ζ1, ζ2 < t+ k.

Na próxima seção utilizar-se-a as fórmulas de diferenças finitas para discre-
tizar o sistema predador-presa (2.27)-(2.28) com retardo sem efeito convectivo sujeito somente
aos efeitos difusivos e reativos.

3.2 O SISTEMA TELEGRÁFICO PREDADOR-PRESA

Nesta seção, como mencionado anteriormente, o sistema (2.25)-(2.28) é con-
siderado de forma desacoplada entre as equações de Navier-Stokes e o sistema predador-presa.
O efeito convectivo considerado nas equações predador-presa, via a velocidade u, não será dado
pelas equações (2.25) e (2.26). Nesta seção prescreve-se um campo de velocidades constantes
para o escoamento convectivo do fluido.

Considere então, o sistema resultante de equações deduzido no capítulo ante-
rior com as seguintes condições inicias e de contorno
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τ1
∂2S1

∂t2
+ τ1

∂

∂t

(
∂

∂x
(S1u)

)
+

[
1− τ1

dF1

dS1

]
∂S1

∂t
= − ∂

∂x
(S1u) +D1

∂2S1

∂x2
+ F1

τ2
∂2S2

∂t2
+ τ2

∂

∂t

(
∂

∂x
(S2u)

)
+

[
1− τ2

dF2

dS2

]
∂S2

∂t
= − ∂

∂x
(S2u) +D2

∂2S2

∂x2
+ F2

Sj(x, 0) = S0
j ,

∂Sj(x, t)

∂t

∣∣∣∣t=0

x

= kj, ∀x ∈ [0, L] e j = 1, 2

Sj(0, t) = Sj(L, t) = 0, ∀t ∈ [0, T ] e j = 1, 2

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

relembrando que t e x são as variáveis temporal e espacial, respectivamente, u é a velocidade
dada do fluido, τ1 e τ2 são parâmetros de retardo das populações, enquanto D1 e D2 são seus
coeficientes de difusibilidade, e por fim, S1(x, t) e S2(x, t) são as densidades populacionais,
enquanto F1 e F2 são os termos fonte da presa e do predador, respectivamente.

Neste trabalho, os termos fonte serão os mesmos utilizados nos trabalhos de
Verhulst (1838), Alfred J. Lotka (1925) e Vito Volterra (1926), ou seja,

F1 = F1(S1, S2) = a1S1 − b1S
2
1 − c1S1S2 (3.28)

e
F2 = F2(S1, S2) = −a2S2 + c2S1S2, (3.29)

com a1 taxa de natalidade da presa, b1 o termo de saturação da presa, c1 é a taxa de mortalidade
das presas devido à predação, a2 a taxa de mortandade dos predadores na ausência de presas e
c2 a taxa de biomassa de presas que é convertida em biomassa de predadores.

Considera-se para as condições iniciais na equação (3.26) que

S0
j =

Bj ;Aj ≤ x ≤ Cj

0 ; caso contrário
, (3.30)

onde 0 ≤ Aj ≤ Cj ≤ L e 0 < Bj , com j = 1, 2. Por fim as condições de contorno, dadas na
equação (3.27), são do tipo Dirichlet.

3.3 DISCRETIZAÇÃO DO SISTEMA DE EQUAÇÕES TELEGRÁFICAS PREDADOR-
PRESA

Para discretizar as equações predador-presa, considera-se o modelo geral, isto
é, será discretizado as equações (3.24) e (3.25) em sequência e a malha discreta é ilustrada na
Figura 3.1 a seguir
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Figura 3.1: Malha discreta do sistema acoplado.

Fonte: Autor.

Note que a notação usada nas discretizações neste capítulo são notações de
pontos cardeais. Os rótulos P , W e E significam centro, leste e oeste, respectivamente. As
siglas em minúsculo, são variações cardeais a partir do centro da célula rotulada por P . Con-
forme mostra a Figura 3.1, as densidades populacionais S1 e S2 são localizadas no centro da
célula e as velocidade nos nós. O armazenamento deslocado para as densidades populacionais e
velocidades tem impacto positivo no cálculo numérico, devido ao fato de reduzir a instabilidade
numérica [21, 23, 27].

Os métodos numéricos para discretização usados no trabalho são todos ba-
seados na técnica de diferenças finitas descritas na Seção 3.1.2, gerando um método explícito.
Desse modo, discretiza-se primeiramente os termos ∂2Sj

∂t2
,
∂2Sj

∂x2
, ∂
∂x

(Sju) e ∂
∂t

(
∂
∂x

(Sju)
)
, com

j ∈ {1, 2}.
Utilizando diferenças finitas centrais no tempo para a derivada ∂2Sj

∂t2
, segue

que

(
∂2Sj
∂t2

)∣∣∣∣k
P

≈ 1

(∆t)2

(
Sj|k+1

P − 2Sj|kP + Sj|k−1
P

)
. (3.31)

Utilizando diferenças finitas centrais no espaço para a derivada ∂2Sj

∂x2
, segue

que (
∂2Sj
∂x2

)∣∣∣∣k
P

≈ 1

(∆x)2

(
Sj|kE − 2 Sj|kP + Sj|kW

)
. (3.32)

Por outro lado, utiliza-se diferenças finitas regressivas no espaço para a deri-
vada ∂

∂x
(Sju), logo

(
∂

∂x
(Sju)

)∣∣∣∣k
P

≈ 1

2(∆x
2

)

(
Sj|ke u|

k
e − Sj|kw u|

k
w

)
. (3.33)

Note que em na metodologia usada, veja Figura 3.1, os valores das quanti-
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dades escalares, por exemplo os valores de Sj , são conhecidos nos pontos centrais da malha,
enquanto os valores das quantidades vetoriais, por exemplo os valores da velocidade u do esco-
amento do fluido, são conhecidos nos pontos da malha. Portanto não se tem os valores de Sj|ke e
Sj|kw, pois a população deve ser calculada em |kE e |kW . Assim sendo no caso em que considera-
se a contribuição do efeito convectivo nas equações, utilizar-se-á o método First Order Upwind

(FOU) [21] para calcular uma aproximação para tais valores, ou seja, considera-se que

Sj|ke ≈

(
1 + A|ke

2

)
Sj|kP +

(
1− A|ke

2

)
Sj|kE (3.34)

e

Sj|kw ≈

(
1 + A|kw

2

)
Sj|kW +

(
1− A|kw

2

)
Sj|kP , (3.35)

onde A|ke e A|kw são dados respectivamente por

A|ke =

{
1 ; u|ke ≥ 0

−1 ; u|ke < 0
(3.36)

e

A|kw =

{
1 ; u|kw ≥ 0

−1 ; u|kw < 0.
(3.37)

Note que se u|ke ≥ 0 e u|kw ≥ 0, então A|ke = 1 = A|kw, logo Sj|ke = Sj|kP e Sj|kw = Sj|kW .
Assim substituindo as equações (3.34) e (3.35) na equação (3.33) obtém-se

(
∂

∂x
(Sju)

)∣∣∣∣k
P

≈ 1

∆x

[((
1 + A|ke

2

)
Sj|kP +

(
1− A|ke

2

)
Sj|kE

)
u|ke

−

((
1 + A|kw

2

)
Sj|kW +

(
1− A|kw

2

)
Sj|kP

)
u|kw

]

≈ 1

∆x

[(
1− A|ke

2

)
u|ke Sj|

k
E −

(
1 + A|kw

2

)
u|kw Sj|

k
W

+

((
1 + A|ke

2

)
u|ke −

(
1− A|kw

2

)
u|kw

)
Sj|kP

]
. (3.38)

Com o objetivo de simplificar a notação, considera-se

δ|ke =

(
1 + A|ke

2

)
u|ke (3.39)

e
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δ|ke =

(
1− A|ke

2

)
u|ke , (3.40)

de modo que temos que a equação (3.38) torna-se

(
∂

∂x
(Sju)

)∣∣∣∣k
P

≈ 1

∆x

[
δ|ke Sj|

k
E +

(
δ|ke − δ|kw

)
Sj|kP − δ|

k
w Sj|

k
W

]
. (3.41)

Agora, para o termo ∂
∂t

(
∂
∂x

(Sju)
)

aplica-se diferenças finitas regressivas no
tempo e no espaço, assim tem-se que

(
∂

∂t

(
∂

∂x
(Sju)

))∣∣∣∣k
P

≈ 1

∆t

((
∂

∂x
(Sju)

)∣∣∣∣k
P

−
(
∂

∂x
(Sju)

)∣∣∣∣k−1

P

)
. (3.42)

Utilizando o resultado obtido na equação (3.41), temos que

(
∂

∂x
(Sju)

)∣∣∣∣k−1

P

≈ 1

∆x

[
δ|k−1
e Sj|k−1

E +
(
δ|k−1
e − δ|k−1

w

)
Sj|k−1

P − δ|k−1
w Sj|k−1

W

]
. (3.43)

Assim das equações (3.41) e (3.43) tem-se que (3.42) torna-se

(
∂

∂t

(
∂

∂x
(Sju)

))∣∣∣∣k
P

≈ 1

∆t

[
1

∆x

(
δ|ke Sj|

k
E +

(
δ|ke − δ|kw

)
Sj|kP − δ|

k
w Sj|

k
W

)
− 1

∆x

(
δ|k−1
e Sj|k−1

E +
(
δ|k−1
e − δ|k−1

w

)
Sj|k−1

P − δ|k−1
w Sj|k−1

W

)]
≈ 1

∆x ·∆t

[
δ|ke Sj|

k
E +

(
δ|ke − δ|kw

)
Sj|kP − δ|

k
w Sj|

k
W

− δ|k−1
e Sj|k−1

E −
(
δ|k−1
e − δ|k−1

w

)
Sj|k−1

P + δ|k−1
w Sj|k−1

W

]
. (3.44)

Por fim, tem-se por diferenças finitas regressivas no tempo, que(
∂

∂t
Sj

)∣∣∣∣k
P

≈ 1

∆t

(
Sj|kP − Sj|k−1

P

)
. (3.45)

3.3.1 DISCRETIZAÇÃO DA EQUAÇÃO DA PRESA

Afim de discretizar a equação (3.24), resta discretizar o termo
[
1− τ1

∂
∂S1

F1 (S1, S2)
]
∂S1

∂t
.

Com efeito, tem-se que



34

([
1− τ1

∂

∂S1

F1 (S1, S2)

]
∂S1

∂t

)∣∣∣∣k
P

=

(
∂S1

∂t

)∣∣∣∣k
P

− τ1

(
∂

∂S1

F1 (S1, S2)
∂S1

∂t

)∣∣∣∣k
P

.(3.46)

Observe que

(
∂

∂S1

F1 (S1, S2)
∂S1

∂t

)∣∣∣∣k
P

=

(
∂

∂S1

F1 (S1, S2)

)∣∣∣∣k
P

(
∂S1

∂t

)∣∣∣∣k
P

. (3.47)

A partir de (3.28), usando regras de derivação temos que

(
∂

∂S1

F1 (S1, S2)

)∣∣∣∣k
P

= a1 − 2b1 S1|kP − c1 S2|kP . (3.48)

Fazendo uso das equações (3.48) e (3.45) na equação (3.47), segue que

(
∂

∂S1

F1 (S1, S2)
∂S1

∂t

)∣∣∣∣k
P

≈
(
a1 − 2b1 S1|kP − c1 S2|kP

)( 1

∆t

(
S1|kP − S1|k−1

P

))
≈ 1

∆t

(
a1 − 2b1 S1|kP − c1 S2|kP

)(
S1|kP − S1|k−1

P

)
≈ 1

∆t

(
a1 S1|kP − 2b1 S

2
1

∣∣k
P
− c1 S1|kP S2|kP

− a1 S1|k−1
P + 2b1 S1|k−1

P S1|kP + c1 S1|k−1
P S2|kP

)
. (3.49)

Substituindo a equação (3.49) em (3.46) segue que

([
1− τ1

∂

∂S1

F1 (S1, S2)

]
∂S1

∂t

)∣∣∣∣k
P

≈ 1

∆t

(
S1|kP − S1|k−1

P

)
− τ1

∆t

[
a1S1|kP − 2b1S

2
1 |kP − c1S1|kPS2|kP

− a1S1|k−1
P + 2b1S1|k−1

P S1|kP + c1S1|k−1
P S2|kP

]
≈ 1

∆t

[(
1− τ1

(
a1 − c1 S2|kP − 2b1 S1|kP

))
S1|kP

−
(

1− τ1

(
a1 − c1 S2|kP − 2b1 S1|kP

))
S1|k−1

P

]
. (3.50)

Substituindo as equações (3.31), (3.32), (3.41), (3.44) e (3.50) na equação
(3.24) e isolando o termo S1|k+1

P , segue que a discretização da equação da presa é dada por

S1|k+1
P = Ω1

(
Υ1S1|kW + Π1S

2
1 |kP + Φ1S1|kP + Λ1S1|kE + Γ1

)
, (3.51)

onde
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Υ1 = −δ|
k
w

∆x
− τ1δ|kw

∆t∆x
− D1

∆x2 (3.52)

Π1 =
2τ1b1

∆t
+ b1 (3.53)

Φ1 =
τ1

(
δ|ke − δ|kw

)
∆t∆x

− 2τ1

∆t2
+

1− τ1

(
a1 − c1S2|kP + 2b1S1|k−1

P

)
∆t

+
2D1

∆x2 +
(δ|ke − δ|kw)

∆x
− a1 + c1S2|kP (3.54)

Λ1 =
τ1δ|ke
∆t∆x

− D1

∆x2 +
δ|ke
∆x

(3.55)

Γ1 =
τ1S1|k−1

P

∆t2
−
(
1− τ1 (a1 − c1S2|kP )

)
S1|k−1

P

∆t

+
τ1

(
−δ|k−1

e S1|k−1
E −

(
δ|k−1
e − δ|k−1

w

)
S1|k−1

P + δ|k−1
w S1|k−1

W

)
∆t∆x

(3.56)

Ω1 = −∆t2

τ1

. (3.57)

Observe que a fórmula (3.51) obtida para a descretização da equação da presa
é explícita, uma vez que o passo de tempo k é conhecido.

3.3.2 DISCRETIZAÇÃO DA EQUAÇÃO DO PREDADOR

Afim de discretizarmos a equação do predador (3.25), resta discretizar o termo[
1− τ2

∂
∂S2

F2 (S1, S2)
]
∂S2

∂t
. Com efeito, temos que

([
1− τ2

∂

∂S2

F2 (S1, S2)

]
∂S2

∂t

)∣∣∣∣k
P

=

(
∂S2

∂t

)∣∣∣∣k
P

− τ2

(
∂

∂S2

F2 (S1, S2)
∂S2

∂t

)∣∣∣∣k
P

.(3.58)

Note que
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(
∂

∂S2

F2 (S1, S2)
∂S2

∂t

)∣∣∣∣k
P

=

(
∂

∂S2

F2 (S1, S2)

)∣∣∣∣k
P

(
∂S2

∂t

)∣∣∣∣k
P

. (3.59)

A partir de (3.29), usando regras de derivação temos que(
∂

∂S2

F2 (S1, S2)

)∣∣∣∣k
P

= −a2 + c2 S1|kP . (3.60)

Fazendo uso das equações (3.60) e (3.45) na equação (3.59), temos que

(
∂

∂S2

F2 (S1, S2)
∂S2

∂t

)∣∣∣∣k
P

≈
(
−a2 + c2 S1|kP

)( 1

∆t

(
S2|kP − S2|k−1

P

))
≈ 1

∆t

(
−a2 + c2 S1|kP

)(
S2|kP − S2|k−1

P

)
. (3.61)

Substituindo a equação (3.61) em (3.58) segue que

([
1− τ2

∂

∂S2

F2 (S1, S2)

]
∂S2

∂t

)∣∣∣∣k
P

≈ 1

∆t

(
S2|kP − S2|k−1

P

)
− τ2

∆t

[(
−a2 + c2 S1|kP

)
S2|kP

−
(
−a2 + c2 S1|kP

)
S2|k−1

P

]
≈ 1

∆t

[(
1− τ2

(
−a2 + c2 S1|kP

))
S2|kP

−
(

1− τ2

(
−a2 + c2 S1|kP

))
S2|k−1

P

]
. (3.62)

Substituindo as equações (3.31), (3.32), (3.41), (3.44) e (3.62) na equação
(3.25) e isolando o termo S2|k+1

P segue que a discretização da equação do predador é dada por

S2|k+1
P = Ω2

(
Υ2S2|kW + Φ2S2|kP + Λ2S2|kE + Γ2

)
, (3.63)

onde

Υ2 = − τ2δ|kw
∆t∆x

− D2

∆x2 −
δ|kw
∆x

(3.64)

Φ2 = − 2τ2

∆t2
+

2D2

∆x2 +
τ2

(
δ|ke − δ|kw

)
∆t∆x

+
1− τ2(−a2 + c2S1|kP )

∆t

+
δ|ke − δ|kw

∆x
+ a2 − c2S1|kP (3.65)
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Λ2 =
δ|ke
∆x

+
τ2δ|ke
∆t∆x

− D2

∆x2 (3.66)

Γ2 =
τ2S2|k−1

P

∆t2
−
(
1− τ2(−a2 + c2S1|kP )

)
S2|k−1

P

∆t

+
τ2

(
δ|k−1
w S2|k−1

W − δ|k−1
e S2|k−1

E − (δ|k−1
e − δ|k−1

w )S2|k−1
P

)
∆t∆x

(3.67)

Ω2 = −∆t2

τ2

. (3.68)

Utilizando-se do mesmo argumento anterior, a fórmula (3.63) obtida para a
descretização da equação do predador é explícita.
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4 CONSISTÊNCIA

A solução numérica de um problema nem sempre aproxima-se da solução
exata. A propriedade que diz que a equação discretizada de um problema se aproxima da equa-
ção diferencial original, fazendo com o que a solução numérica tenha relação com a solução real
do problema é a consistência, que é imposta à equação de diferenças, prendendo-a à equação
diferencial. Inversamente, a solução do problema contínuo não é, em geral, solução da equação
de diferenças e o erro cometido ao substituirmos a solução exata na equação de diferenças é
chamada de Erro de Truncamento Local (ETL) [18].

Em alguns casos, não se conhece a solução exata, então pode-se estimar o
Erro de Truncamento Local através de Séries de Taylor [9] e usar esta estimativa para provar
que o método é consistente ao substituir a expansão em Série de Taylor na equação de diferenças
finitas e considerar ∆x,∆t→ 0. Se o ETL tender a zero, restando somente a EDP aplicada em
um ponto conhecido da malha, a discretização é dita consistente com a EDP.

Neste capítulo serão feitas as análises da consistência das discretizações das
equações que se encontram no Capítulo 3, sem efeito convectivo.

Primeiramente será analisada a consistência das discretizações de (3.24) -
(3.25) quando F1 ≡ F2 6= 0, τ1 = τ2 = 0 e u ≡ 0, e em seguida, F1 ≡ F2 ≡ 0, τ1 6= 0,

τ2 6= 0 e u ≡ 0. Enfim, será considerado F1 ≡ F2 6= 0, τ1 6= 0, τ2 6= 0 e u = 0.

4.1 CONSISTÊNCIA DO MÉTODO EXPLÍCITO APLICADO À UMA EQUA-
ÇÃO PREDADOR-PRESA COM TERMO FONTE

Inicialmente, desconsidera-se o retardo nas equações (3.24) e (3.25), restando
apenas as seguintes equações

∂S1

∂t
−D1

∂2S1

∂x2
− a1S1 + b1S

2
1 + c1S1S2 = 0

∂S2

∂t
−D2

∂2S2

∂x2
+ a2S1 − c2S1S2 = 0.

(4.1)

(4.2)

Para discretizar as equações (4.1) e (4.2) de tal forma que as equações de
diferenças obtidas estejam na forma explícita, basta considerar diferenças finitas progressivas
no tempo na derivada temporal de primeira ordem e diferenças finitas centradas no espaço na
derivada espacial de segunda ordem. Deste modo, as equações discretizadas do sistema (4.1)-
(4.2) se tornam
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1

∆t

(
S1

∣∣∣∣k+1

P

− S1

∣∣∣∣k
P

)
− D1

∆x2

(
S1

∣∣∣∣k
E

− 2S1

∣∣∣∣k
P

+ S1

∣∣∣∣k
W

)

−a1S1

∣∣∣∣k
P

+ b1S
2
1

∣∣∣∣k
P

+ c1S1

∣∣∣∣k
P

S2

∣∣∣∣k
P

= 0 (4.3)

e

1

∆t

(
S2

∣∣∣∣k+1

P

− S2

∣∣∣∣k
P

)
− D1

∆x2

(
S2

∣∣∣∣k
E

− 2S2

∣∣∣∣k
P

+ S2

∣∣∣∣k
W

)
+ a2S2

∣∣∣∣k
P

− c2S1

∣∣∣∣k
P

S2

∣∣∣∣k
P

= 0. (4.4)

Primeiramente será analisada a consistência da equação (4.3). Aplicando a

Série de Taylor nos termos S1

∣∣∣∣k+1

P

, S1

∣∣∣∣k
W

e S1

∣∣∣∣k
E

, e levando em consideração que W = P −∆x

e E = P + ∆x, tem-se que

S1

∣∣∣∣k+1

P

= S1

∣∣∣∣k
P

+ ∆t
∂S1

∂t

∣∣∣∣k
P

+
(∆t)2

2

∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k
P

+O(∆t3), (4.5)

S1

∣∣∣∣k
W

= S1

∣∣∣∣k
P

−∆x
∂S1

∂x

∣∣∣∣k
P

+
(∆x)2

2

∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k
P

− (∆x)3

3!

∂3S1

∂x3

∣∣∣∣k
P

+O(∆x4) (4.6)

e

S1

∣∣∣∣k
E

= S1

∣∣∣∣k
P

+ ∆x
∂S1

∂x

∣∣∣∣k
P

+
(∆x)2

2

∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k
P

+
(∆x)3

3!

∂3S1

∂x3

∣∣∣∣k
P

+O(∆x4). (4.7)

Substituindo as equações (4.5), (4.6) e (4.7) na equação (4.3) e fazendo algumas manipulações
algébricas e simplificações, resulta que

1

∆t

(
∆t
∂S1

∂t

∣∣∣∣k
P

+
(∆t)2

2

∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k
P

+O(∆t3)

)
− D1

∆x2

(
∆x2∂

2S1

∂x2

∣∣∣∣k
P

+ 2O(∆x4)

)

−a1S1

∣∣∣∣k
P

+ b1S
2
1

∣∣∣∣k
P

+ c1S1

∣∣∣∣k
P

S2

∣∣∣∣k
P

= 0. (4.8)

Reordenando os termos de (4.8) e como

F1

∣∣∣∣k
P

= a1S1

∣∣∣∣k
P

− b1S
2
1

∣∣∣∣k
P

− c1S1

∣∣∣∣k
P

S2

∣∣∣∣k
P

, (4.9)

tem-se que a equação (4.8) torna-se
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∂S1

∂t

∣∣∣∣k
P

−D1
∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k
P

− F1

∣∣∣∣k
P︸ ︷︷ ︸

EDP

= −∆t

2

∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k
P

−O(∆t2) + 2D1O(∆x2)︸ ︷︷ ︸
Erro de Truncamento Local

. (4.10)

Quando ∆t,∆x→ 0, o ETL da equação (4.10) tende a zero, resultando

∂S1

∂t

∣∣∣∣k
P

−D1
∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k
P

− F1

∣∣∣∣k
P

= 0. (4.11)

Logo, a discretização (4.3) é consistente com a EDP (4.1).
Do mesmo modo, para a análise da consistência de (4.4), aplica-se a expansão

em série de Taylor nos termos S2

∣∣∣∣k+1

P

, S2

∣∣∣∣k
W

e S2

∣∣∣∣k
E

, relembrando que W = P − ∆x e E =

P + ∆x, tem-se que

S2

∣∣∣∣k+1

P

= S2

∣∣∣∣k
P

+ ∆t
∂S2

∂t

∣∣∣∣k
P

+
(∆t)2

2

∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k
P

+O(∆t3), (4.12)

S2

∣∣∣∣k
W

= S2

∣∣∣∣k
P

−∆x
∂S2

∂x

∣∣∣∣k
P

+
(∆x)2

2

∂2S2

∂x2

∣∣∣∣k
P

− (∆x)3

3!

∂3S2

∂x3

∣∣∣∣k
P

+O(∆x4) (4.13)

e

S2

∣∣∣∣k
E

= S2

∣∣∣∣k
P

+ ∆x
∂S2

∂x

∣∣∣∣k
P

+
(∆x)2

2

∂2S2

∂x2

∣∣∣∣k
P

+
(∆x)3

3!

∂3S2

∂x3

∣∣∣∣k
P

+O(∆x4) (4.14)

Substituindo as equações (4.12), (4.13) e (4.14) na equação (4.4) e depois de manipulações
algébricas e simplificações, segue que

1

∆t

(
∆t
∂S2

∂t

∣∣∣∣k
P

+
(∆t)2

2

∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k
P

+O(∆t3)

)
− D2

∆x2

(
∆x2∂

2S2

∂x2

∣∣∣∣k
P

+ 2O(∆x4)

)

+a2S2

∣∣∣∣k
P

− c2S1

∣∣∣∣k
P

S2

∣∣∣∣k
P

= 0. (4.15)

Reordenando os termos de (4.15) e como

F2

∣∣∣∣k
P

= −a2S2

∣∣∣∣k
P

+ c2S1

∣∣∣∣k
P

S2

∣∣∣∣k
P

, (4.16)

tem-se que a equação (4.15) torna-se

∂S2

∂t

∣∣∣∣k
P

−D2
∂2S2

∂x2

∣∣∣∣k
P

− F2

∣∣∣∣k
P︸ ︷︷ ︸

EDP

= −∆t

2

∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k
P

−O(∆t2) + 2D2O(∆x2)︸ ︷︷ ︸
Erro de Truncamento Local

. (4.17)
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Quando ∆t,∆x→ 0, o ETL da equação (4.17) tende a zero, resultando

∂S2

∂t

∣∣∣∣k
P

−D2
∂2S2

∂x2

∣∣∣∣k
P

− F2

∣∣∣∣k
P

= 0. (4.18)

Logo, a discretização (4.4) é consistente com a EDP (4.2).

4.2 CONSISTÊNCIA DO MÉTODO EXPLÍCITO APLICADO À UMA EQUA-
ÇÃO TELEGRÁFICA

Nesta seção, desconsidera-se os termos reativos nas equações (3.24) e (3.25),
restando apenas as seguintes equações

τj
∂2Sj
∂t2

+
∂Sj
∂t

= Dj
∂2Sj
∂x2

, com j = 1, 2. (4.19)

Para discretizar a equação (4.19), usa-se os mesmos métodos de diferenças
finitas das equações do Capítulo 3, resultando diretamente em um método explícito, isto é,
considera-se diferenças finitas regressivas no tempo para a derivada temporal de primeira ordem
e centradas no tempo e no espaço para as derivadas temporais e espaciais de segunda ordem,
respectivamente. Assim, as equações discretizadas têm a forma

τj
∆t2

(
Sj

∣∣∣∣k+1

P

− 2Sj

∣∣∣∣k
P

+ Sj

∣∣∣∣k−1

P

)
+

1

∆t

(
Sj

∣∣∣∣k
P

− Sj
∣∣∣∣k−1

P

)

− Dj

∆x2

(
Sj

∣∣∣∣k
E

− 2Sj

∣∣∣∣k
P

+ Sj

∣∣∣∣k
W

)
= 0. (4.20)

Neste caso, aplica-se a Série de Taylor nos termos Sj

∣∣∣∣k+1

P

, Sj

∣∣∣∣k−1

P

, Sj

∣∣∣∣k
W

e

Sj

∣∣∣∣k
E

, e levando em consideração que W = P −∆x e E = P + ∆x, tem-se que

Sj

∣∣∣∣k+1

P

= Sj

∣∣∣∣k
P

+ ∆t
∂Sj
∂t

∣∣∣∣k
P

+
(∆t)2

2

∂2Sj
∂t2

∣∣∣∣k
P

+
(∆t)3

3!

∂3Sj
∂t3

∣∣∣∣k
P

+O(∆t4), (4.21)

Sj

∣∣∣∣k−1

P

= Sj

∣∣∣∣k
P

−∆t
∂Sj
∂t

∣∣∣∣k
P

+
(∆t)2

2

∂2Sj
∂t2

∣∣∣∣k
P

− (∆t)3

3!

∂3Sj
∂t3

∣∣∣∣k
P

+O(∆t4), (4.22)

Sj

∣∣∣∣k
W

= Sj

∣∣∣∣k
P

−∆x
∂Sj
∂x

∣∣∣∣k
P

+
(∆x)2

2

∂2Sj
∂x2

∣∣∣∣k
P

− (∆x)3

3!

∂3Sj
∂x3

∣∣∣∣k
P

+O(∆x4), (4.23)

Sj

∣∣∣∣k
E

= Sj

∣∣∣∣k
P

+ ∆x
∂Sj
∂x

∣∣∣∣k
P

+
(∆x)2

2

∂2Sj
∂x2

∣∣∣∣k
P

+
(∆x)3

3!

∂3Sj
∂x3

∣∣∣∣k
P

+O(∆x4). (4.24)
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Substituindo as equações (4.21), (4.22), (4.23) e (4.24) na equação (4.20) e depois de manipu-
lações algébricas e simplificações, resulta

τj
∆t2

(
∆t2

∂2Sj
∂t2

∣∣∣∣k
P

+ 2O(∆t4)

)
+

1

∆t

(
∆t
∂Sj
∂t

∣∣∣∣k
P

− (∆t)2

2

∂2Sj
∂t2

∣∣∣∣k
P

+
(∆t)3

3!

∂3Sj
∂t3

∣∣∣∣k
P

−O(∆t4)

)

− Dj

∆x2

(
∆x2∂

2Sj
∂x2

∣∣∣∣k
P

+ 2O(∆x4)

)
= 0. (4.25)

Reorganizando os termos de (4.25), obtem-se

τj
∂2Sj
∂t2

∣∣∣∣k
P

+
∂Sj
∂t

∣∣∣∣k
P

−Dj
∂2Sj
∂x2

∣∣∣∣k
P︸ ︷︷ ︸

EDP

=
∆t

2

∂2Sj
∂t2

∣∣∣∣k
P

− (∆t)2

3!

∂3Sj
∂t3

∣∣∣∣k
P︸ ︷︷ ︸

Erro de Truncamento Local
− 2τjO(∆t2) +O(∆t3) + 2DjO(∆x2)︸ ︷︷ ︸

Erro de Truncamento Local

. (4.26)

Quando ∆t,∆x→ 0, o ETL da equação (4.26) tende a zero, resultando

τj
∂2Sj
∂t2

∣∣∣∣k
P

+
∂Sj
∂t

∣∣∣∣k
P

−Dj
∂2Sj
∂x2

∣∣∣∣k
P

= 0. (4.27)

Portanto, a discretização (4.20) é consistente com a EDP (4.19).

4.3 CONSISTÊNCIA DO MÉTODO EXPLÍCITO PARA UM SISTEMA TELE-
GRÁFICO PREDADOR-PRESA

Nesta seção será analisada a discretização via esquema explícito das equações
(3.24) e (3.25) sem efeito convectivo. As equações são


τ1
∂2S1

∂t2
+

[
1− τ1

dF1

dS1

]
∂S1

∂t
−D1

∂2S1

∂x2
− F1 = 0

τ2
∂2S2

∂t2
+

[
1− τ2

dF2

dS2

]
∂S2

∂t
−D2

∂2S2

∂x2
− F2 = 0,

(4.28)

(4.29)

lembrando que F1 e F2 são os termos fonte da presa e do predador, respectivamente. Nas
discretizações do sistema (4.28) e (4.29), novamente usa-se os mesmos métodos de diferenças
do Capítulo 3, assim, o método explícito para o sistema (4.28)-(4.29) surgirá naturalmente.
Logo, obtem-se as seguintes equações de diferenças
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τ1

∆t2

(
S1

∣∣∣∣k+1

P

− 2S1

∣∣∣∣k
P

+ S1

∣∣∣∣k−1

P

)
+

1

∆t

[(
1− τ1

(
a1 − c1 S2|kP − 2b1 S1|kP

))
S1|kP

−
(

1− τ1

(
a1 − c1 S2|kP − 2b1 S1|kP

))
S1|k−1

P

]
− D1

∆x2

(
S1

∣∣∣∣k
E

− 2S1

∣∣∣∣k
P

+ S1

∣∣∣∣k
W

)

− F1

∣∣∣∣k
P

= 0 (4.30)

e

τ2

∆t2

(
S2

∣∣∣∣k+1

P

− 2S2

∣∣∣∣k
P

+ S2

∣∣∣∣k−1

P

)
+

1

∆t

[(
1− τ2

(
−a2 + c2 S1|kP

))
S2|kP

−
(

1− τ2

(
−a2 + c2 S1|kP

))
S2|k−1

P

]
− D2

∆x2

(
S2

∣∣∣∣k
E

− 2S2

∣∣∣∣k
P

+ S2

∣∣∣∣k
W

)

− F2

∣∣∣∣k
P

= 0. (4.31)

O próximo passo é aplicar a Série de Taylor nos termos Sj

∣∣∣∣k+1

P

, Sj

∣∣∣∣k−1

P

, Sj

∣∣∣∣k
W

e Sj

∣∣∣∣k
E

, para j = 1, 2, levando em consideração que W = P − ∆x e E = P + ∆x. Assim,

tem-se que

Sj

∣∣∣∣k+1

P

= Sj

∣∣∣∣k
P

+ ∆t
∂Sj
∂t

∣∣∣∣k
P

+
(∆t)2

2

∂2Sj
∂t2

∣∣∣∣k
P

+
(∆t)3

3!

∂3Sj
∂t3

∣∣∣∣k
P

+O(∆t4), (4.32)

Sj

∣∣∣∣k−1

P

= Sj

∣∣∣∣k
P

−∆t
∂Sj
∂t

∣∣∣∣k
P

+
(∆t)2

2

∂2Sj
∂t2

∣∣∣∣k
P

− (∆t)3

3!

∂3Sj
∂t3

∣∣∣∣k
P

+O(∆t4), (4.33)

Sj

∣∣∣∣k
W

= Sj

∣∣∣∣k
P

−∆x
∂Sj
∂x

∣∣∣∣k
P

+
(∆x)2

2

∂2Sj
∂x2

∣∣∣∣k
P

− (∆x)3

3!

∂3Sj
∂x3

∣∣∣∣k
P

+O(∆x4), (4.34)

Sj

∣∣∣∣k
E

= Sj

∣∣∣∣k
P

+ ∆x
∂Sj
∂x

∣∣∣∣k
P

+
(∆x)2

2

∂2Sj
∂x2

∣∣∣∣k
P

+
(∆x)3

3!

∂3Sj
∂x3

∣∣∣∣k
P

+O(∆x4). (4.35)

Substituindo as equações (4.32), (4.33), (4.34) e (4.35) nas equações (4.30) e (4.31), com res-
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pectivos j = 1, 2 e depois de manipulações algébricas e simplificações, tem-se

τ1

∆t2

(
∆t2

∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k
P

+ 2O(∆t4)

)
+

(
1− τ1

(
a1 − c1S2

∣∣∣∣k
P

− 2b1S1

∣∣∣∣k
P

))
∂S1

∂t

∣∣∣∣k
P

− ∆t

2

(
1− τ1

(
a1 − c1S2

∣∣∣∣k
P

− 2b1S1

∣∣∣∣k
P

))
∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k
P

+
∆t2

3!

(
1− τ1

(
a1 − c1S2

∣∣∣∣k
P

− 2b1S1

∣∣∣∣k
P

))
∂3S1

∂t3

∣∣∣∣k
P

−

(
1− τ1

(
a1 − c1S2

∣∣∣∣k
P

− 2b1S1

∣∣∣∣k
P

))
O(∆t3)

− D1

∆x2

(
∆x2∂

2S1

∂x2

∣∣∣∣k
P

+ 2O(∆x4)

)
− F1

∣∣∣∣k
P

= 0 (4.36)

e

τ2

∆t2

(
∆t2

∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k
P

+ 2O(∆t4)

)
+

(
1− τ2

(
−a2 + c2S1

∣∣∣∣k
P

))
∂S2

∂t

∣∣∣∣k
P

− ∆t

2

(
1− τ2

(
−a2 + c2S1

∣∣∣∣k
P

))
∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k
P

+
∆t2

3!

(
1− τ2

(
−a2 + c2S1

∣∣∣∣k
P

))
∂3S2

∂t3

∣∣∣∣k
P

−

(
1− τ2

(
−a2 + c2S1

∣∣∣∣k
P

))
O(∆t3)

− D2

∆x2

(
∆x2∂

2S2

∂x2

∣∣∣∣k
P

+ 2O(∆x4)

)
− F2

∣∣∣∣k
P

= 0. (4.37)

Simplificando alguns termos em (4.36) e (4.37), reordenando-os, se obtém

τ1
∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k
P

+

(
1− τ1

(
a1 − c1S2

∣∣∣∣k
P

− 2b1S1

∣∣∣∣k
P

))
∂S1

∂t

∣∣∣∣k
P

−D1
∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k
P

− F1

∣∣∣∣k
P

− ∆t

2

(
1− τ1

(
a1 − c1S2

∣∣∣∣k
P

− 2b1S1

∣∣∣∣k
P

))
∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k
P

+
∆t2

3!

(
1− τ1

(
a1 − c1S2

∣∣∣∣k
P

− 2b1S1

∣∣∣∣k
P

))
∂3S1

∂t3

∣∣∣∣k
P

−

(
1− τ1

(
a1 − c1S2

∣∣∣∣k
P

− 2b1S1

∣∣∣∣k
P

))
O(∆t3)

+ 2τ1O(∆t2)− 2D1O(∆x2) = 0 (4.38)
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e

τ2
∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k
P

+

(
1− τ2

(
−a2 + c2S1

∣∣∣∣k
P

))
∂S2

∂t

∣∣∣∣k
P

−D2
∂2S2

∂x2

∣∣∣∣k
P

− F2

∣∣∣∣k
P

− ∆t

2

(
1− τ2

(
−a2 + c2S1

∣∣∣∣k
P

))
∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k
P

+
∆t2

3!

(
1− τ2

(
−a2 + c2S1

∣∣∣∣k
P

))
∂3S2

∂t3

∣∣∣∣k
P

−

(
1− τ2

(
−a2 + c2S1

∣∣∣∣k
P

))
O(∆t3)

+ 2τ2O(∆t2)− 2D2O(∆x2) = 0. (4.39)

Como
dF1

dS1

∣∣∣∣k
P

= a1 − 2b1S1

∣∣∣∣k
P

− c1S2

∣∣∣∣k
P

(4.40)

e
dF2

dS2

∣∣∣∣k
P

= −a2 + c2S1

∣∣∣∣k
P

, (4.41)

tem-se que as equações (4.38) e (4.39) podem ser reescritas como

τ1
∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k
P

+

[
1− τ1

dF1

dS1

∣∣∣∣k
P

]
∂S1

∂t

∣∣∣∣k
P

−D1
∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k
P

− F1

∣∣∣∣k
P︸ ︷︷ ︸

EDP

=
∆t

2

(
1− τ1

dF1

dS1

∣∣∣∣k
P

)
∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k
P

− ∆t2

3!

(
1− τ1

dF1

dS1

∣∣∣∣k
P

)
∂3S1

∂t3

∣∣∣∣k
P︸ ︷︷ ︸

Erro de Truncamento Local

+

(
1− τ1

dF1

dS1

∣∣∣∣k
P

)
O(∆t3)− 2τ1O(∆t2) + 2D1O(∆x2)︸ ︷︷ ︸

Erro de Trucamento Local

(4.42)
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e

τ2
∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k
P

+

[
1− τ2

dF2

dS2

∣∣∣∣k
P

]
∂S2

∂t

∣∣∣∣k
P

−D2
∂2S2

∂x2

∣∣∣∣k
P

− F2

∣∣∣∣k
P︸ ︷︷ ︸

EDP

=
∆t

2

(
1− τ2

dF2

dS2

∣∣∣∣k
P

)
∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k
P

− ∆t2

3!

(
1− τ2

dF2

dS2

∣∣∣∣k
P

)
∂3S2

∂t3

∣∣∣∣k
P︸ ︷︷ ︸

Erro de Truncamento Local

+

(
1− τ2

dF2

dS2

∣∣∣∣k
P

)
O(∆t3)− 2τ2O(∆t2) + 2D2O(∆x2).︸ ︷︷ ︸

Erro de Trucamento Local

(4.43)

Por fim, fazendo as substituições das Séries de Taylor citadas e considera-se
∆t,∆x→ 0, (4.42) e (4.43) torna-se

τ1
∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k
P

+

[
1− τ1

dF1

dS1

∣∣∣∣k
P

]
∂S1

∂t

∣∣∣∣k
P

−D1
∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k
P

− F1

∣∣∣∣k
P

= 0 (4.44)

e

τ2
∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k
P

+

[
1− τ2

dF2

dS2

∣∣∣∣k
P

]
∂S2

∂t

∣∣∣∣k
P

−D2
∂2S2

∂x2

∣∣∣∣k
P

− F2

∣∣∣∣k
P

= 0. (4.45)

Pontanto, conclui-se que as discretizações (4.30) e (4.31) são consistentes com as equações
(4.28) e (4.29), respectivamente.
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5 ESTABILIDADE NUMÉRICA

A condição de Von Neumann é baseada no princípio da superposição, ou seja,
na observação de que o erro global é o somatório de erros mais simples, também chamados
harmônicos. Esse processo é inspirado na expansão em uma série complexa de Fourier, sendo
que o método usual para equações diferencias parciais lineares com condições de contorno
periódicas foi proposto por John Von Neuman [14, 17]. Geralmente, a condição de estabilidade
deduzida do critério de Von Neumann produz uma condição necessária para a estabilidade, mas
não suficiente [18]. Considerando ∆x e ∆t as partições no espaço e tempo, respectivamente,
I =
√
−1 o número imaginário e denotando por Ei, para i = 0, 1, ...N o erro global em cada

ponto no passo t = 0, então escreve-se Ei como

Ei =
N∑
n=0

ane
Iαni∆x, i = 0, 1, ... N, (5.1)

onde αn = nπ
L

e N∆x = L, que constitui um sistema linear com N + 1 incógnitas an e
N + 1 equações, cuja matriz de coeficientes é não singular, e portanto pode ser resolvido de
maneira única para determinar an. Assim, em um esquema numérico, obtém-se uma condição
de estabilidade majorando o fator de amplificação do erro an, para todo n [16].

A equação do erro (5.1) é uma propagação de ondas senoidal e cossenoidal,
assim, para haver controle dessa propagação, deve-se ter que o valor absoluto da amplitude do
erro deve ser menor ou igual à 1 [46], isto é,

|an| ≤ 1, ∀ n = 0, ..., N. (5.2)

A dependência no tempo do erro é incluída assumindo-se que a amplitude do erro an está em
função do tempo. Já que o erro tende a crescer ou decair exponencialmente com o tempo, é
possível assumir que a amplitude varia exponencialmente com o tempo. Assim, (5.1) toma a
forma

Ek
i =

N∑
n=0

eγkeIαni∆x, (5.3)

onde agora Ek
i é o erro global em cada ponto no passo t = k.

Representado o erro no passo inicial, para analisar a sua propagação ao longo
dos passos seguintes, basta observarmos a propagação de um harmônico genérico eγkeIξi, onde
ξ e γ são números arbitrários a determinar. Em geral, as característica da estabilidade podem
ser estudadas, sem grandes perdas, usando-se apenas esta última forma do harmônico genérico
para o erro [18].

Neste capítulo averiguar-se-á as condições de estabilidade numérica de Von
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Neumann para (3.24) - (3.25) quando F1 ≡ F2 6= 0, τ1 = τ2 = 0 e u ≡ 0, e em seguida,
F1 ≡ F2 ≡ 0, τ1 6= 0, τ2 6= 0 e u ≡ 0. Por fim considera-se F1 ≡ F2 6= 0, τ1 6= 0, τ2 6= 0

e u = 0. Em seguida será obtido uma dedução númerica de estabilidade para as equações
telegráficas do tipo predador-presa.

5.1 CONDIÇÃO DE VON NEUMANN PARA A EQUAÇÃO DO CALOR UNIDI-
MENSIONAL

Como visto anteriormente, o método de Von Neumann é baseado na decom-
posição dos erros em séries complexas de Fourier. Para ilustrar o procedimento, considere a
equação do calor unidimensional

∂S

∂t
= D

∂2S

∂x2
, (5.4)

onde S = S1(x, t) = S2(x, t), definida no intervalo de tamanho L e discretizada da seguinte
forma:

• diferenças progressivas de primeira ordem no tempo

∂S

∂t
(x, t) ≈ S|k+1

P − S|kP
∆t

; (5.5)

• diferenças centrais de segunda ordem no espaço

∂2S

∂x2
(x, t) ≈ S|kE − 2S|kP + S|kW

∆x2
. (5.6)

Substituindo (5.5) e (5.6) em (5.4), tem-se a seguinte expressão

S|k+1
P = S|kP + σ

(
S|kW − 2S|kP + S|kE

)
, (5.7)

com σ =
D∆t

∆x2
.

Admita agora que exista uma solução da equação de diferenças (5.7) da forma
de um harmônico genérico da condição de Von Neumann (5.3), ou seja,

S|kP = eγkeIξP = (eγ)k eIξP . (5.8)

Deseja-se encontrar γ e ξ tais que (5.8) seja de fato uma solução de (5.7). Deste modo, substitui-
se (5.8) em (5.7) para obter

eγ(k+1)eIξP = (1− 2σ)S|kP + σ
(
eγkeIξW + eγkeIξE

)
, (5.9)



49

isto é,
eγS|kP = (1− 2σ)S|kP + σ

(
e−IξS|kP + eIξS|kP

)
. (5.10)

Logo, eliminando os termos em comuns obtém-se

eγ = (1− 2σ) + σ(e−Iξ + eIξ)

= (1− 2σ) + 2σ cos ξ

= 1 + 2σ(cos ξ − 1)

= 1− 4σ sin2 ξ

2
. (5.11)

Sabe-se que σ ≥ 0, então eγ = 1 − 4σ sin2 ξ
2
≤ 1. Desta forma, se eγ ≥ 0,

de (5.8) a solução da equação (5.7) decairá uniformemente quando k → ∞, pois 0 ≤ eγ ≤ 1.
Mas eγ pode ser negativo, uma vez que γ é complexo, e portanto cria-se mais duas situações a
considerar:

i) Se −1 ≤ eγ < 0, a solução terá amplitude decrescente e sinal oscilante quando k →∞;

ii) Se eγ < −1, a solução oscila com amplitude crescente quando k →∞.

No segundo caso (5.7) será instável, enquanto que no primeiro caso será estável. Concluindo,
para que a solução (5.8) seja estável é necessário que

|eγ| ≤ 1. (5.12)

Desta forma, tem-se que −1 ≤ 1− 4σ sin2 ξ
2
≤ 1 com ξ 6= 2mπ, m ∈ Z, logo,

σ ≤ 1

1− cos ξ
, ou seja, 0 ≤ D∆t

∆x2
≤ 1

2
. (5.13)

A condição (5.13) é a condição de Von Neumann para a equação do calor discretizada (5.7).
Com a imposição do limitante sobre σ para estabilidade, o método explícito geralmente produz
aproximações satisfatórias. Porém, σ ≤ 1

2
é uma condição muito restritiva para o tamanho do

passo no tempo, pois esta condição significa que ∆t ≤ ∆x2

2D
, e o esforço computacional poderá

ser grande, caso se deseje calcular a solução para um tempo longo.

5.2 CONDIÇÃO DE VON NEUMANN PARA UMA EQUAÇÃO PREDADOR-PRESA
COM TERMO FONTE

Na seção anterior, obteve-se uma condição de Von Neumann para a equação
do calor usual. Nesta seção, pretende-se realizar a mesma análise só que para um sistema de
equações predador-presa com termos fonte. O sistema a ser analisado é



50


∂S1

∂t
= D1

∂2S1

∂x2
+ a1S1 − b1S

2
1 − c1S1S2,

∂S2

∂t
= D2

∂2S2

∂x2
− a2S2 + c2S1S2.

(5.14)

(5.15)

Note que que as equações (5.14) e (5.15) são as equações (3.24) e (3.25) com
τ1 = τ2 = 0 e u = 0.

Os métodos de discretização para estas equações serão os mesmos usados
para a equação (5.4). Assim, depois de todo o processo de discretização, as equações, (5.14) e
(5.15) tem a forma

S1|k+1
P = S1|kP + σ1

(
S1|kE − 2S1|kP + S1|kW

)
+ ∆tS1|kP

(
a1 − b1S1|kP − c1S2|kP

)
, (5.16)

e

S2|k+1
P = S2|kP + σ2

(
S2|kE − 2S2|kP + S2|kW

)
+ ∆tS2|kP

(
−a2 + c2S1|kP

)
, (5.17)

onde σj =
∆tDj

∆x2
, j = 1, 2 .
Observe que as equações (5.16) e (5.17) são não lineares, devido aos termos

fontes F1 e F2. Por outro lado, o procedimento de Von Neumann supõem que a função erro
global Ek

i , em cada ponto, no passo t = k , possa ser decomposta em uma série complexa de
Fourier, de outra forma a função erro global seja uma superposição de exponenciais complexas,
como dada nas equações (5.1) e (5.3). Tal procedimento é válido para sistemas de equações
lineares. Portanto, faz-se necessário nesta seção, uma linearização de alguns termos das equa-
ções (5.16) e (5.17). Então, para superar este problema, assume-se, nos termos não lineares, que
as variáveis S1 e S2 são constantes locais positivas m1 e m2, respectivamente. Logo, a versão
linear de (5.16) e (5.17) é

S1|k+1
P = S1|kP + σ1

(
S1|kE − 2S1|kP + S1|kW

)
+ ∆tS1|kP (a1 − b1m1 − c1m2) , (5.18)

e

S2|k+1
P = S2|kP + σ2

(
S2|kE − 2S2|kP + S2|kW

)
+ ∆tS2|kP (−a2 + c2m1) . (5.19)

Substituindo S1|kP = eγkeIξP e S2|kP = eγkeIξP em (5.18) e (5.19), respecti-
vamente, e fazendo algumas manipulações algébricas, obtém-se

eγ = 1− 4σ1 sin2 ξ

2
+ ∆t (a1 − b1m1 − c1m2) , (5.20)
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e

eγ = 1− 4σ2 sin2 ξ

2
+ ∆t (−a2 + c2m1) . (5.21)

Sabemos que para a estabilidade do método deve-se ter |eγ| ≤ 1. Desse modo, para esta
condição ser satisfeita em (5.20) e (5.21) deve-se ter

−1 ≤ 1− 4σ1 sin2 ξ

2
+ ∆t (a1 − b1m1 − c1m2) ≤ 1, (5.22)

e

−1 ≤ 1− 4σ2 sin2 ξ

2
+ ∆t (−a2 + c2m1) ≤ 1. (5.23)

Continuando, basta desenvolver ambas inequações para se obter

0 ≤ ∆t ≤ ∆x2

2D1 sin2 ξ
2
− ∆x2

2
(a1 − b1m1 − c1m2)

, (5.24)

e

0 ≤ ∆t ≤ ∆x2

2D2 sin2 ξ
2
− ∆x2

2
(−a2 + c2m1)

, (5.25)

que são as condições de Von Neumann para (5.16) e (5.17), respectivamente.

5.3 CONDIÇÃO DE VON NEUMANN PARA UMA EQUAÇÃO TELEGRÁFICA

Nesta seção será analisada a condição de Von Neumann para as equações
(3.24) e (3.25) sem seus respectivos termos fontes e com velocidades u = 0, resultando nas
equações hiperbólicas

τj
∂2Sj
∂t2

+
∂Sj
∂t

= Dj
∂2Sj
∂x2

, (5.26)

onde τj e Dj são constantes de retardo e de difusão, respectivamente, com j = 1, 2.
Utilizando os mesmos métodos de discretização (3.31), (3.32) e (3.45) para

cada termo da equação (5.26) e isolando o termo temporal k + 1 temos a seguinte equação

Sj|k+1
P =

(
2− ∆t

τj
− 2Dj∆t

2

∆x2τj

)
Sj|kP +

Dj∆t
2

∆x2τj

(
Sj|kE + Sj|kW

)
−
(

1− ∆t

τj

)
Sj|k−1

P (5.27)
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e pelo critério de Von Neumann, escrevendo

Sj|kP = eγkeIξP , (5.28)

com algumas simplificações tem-se

eγ = 2− ∆t

τj
− 2Dj∆t

2

τj∆x2
(1− cos ξ)−

(
1− ∆t

τj

)
e−γ. (5.29)

Multiplicando ambos os lados de (5.29) por eγ e fazendo uso de transforma-
ções trigonométricas, obtém-se a seguinte equação

e2γ − 2βje
γ +

(
1− ∆t

τj

)
= 0, (5.30)

onde βj = 1− 2σj
∆t
τj

(
sin2 ξ

2

)
− ∆t

2τj
e σj =

Dj∆t

∆x2
, j = 1, 2. As raízes de (5.30) são

g1,2 = βj ±

√
β2
j − 1 +

∆t

τj
. (5.31)

Antes de analizar as raízes de (5.31), considere o lema a seguir.

Lema 5.1. Seja x ∈ (0, 1] e a(x) uma função real definida por a(x) =
x

2
. Se para cada

x ∈ (0, 1] tomar-se y ≤ 1− a(x), então

0 ≤
√
y2 − 1 + x+ y ≤ 1.

Demonstração. Seja y um número real tal que y ≤ 1 − x

2
para todo x ∈ (0, 1]. Deste modo,

tem-se y ∈
[

1
2
, 1
)
. Assim,

0 ≤
√
y2 − 1 + x+ y ≤

√(
1− x

2

)2

− 1 + x+ 1− x

2

=

√
1− x+

x2

4
− 1 + x+ 1− x

2

=

√
x2

4
+ 1− x

2

=
x

2
+ 1− x

2
= 1.

Portanto, 0 ≤
√
y2 − 1 + x+ y ≤ 1.



53

Suponha que ∆t
τj
≤ 1. Considere os seguintes casos:

Caso I) β2
j − 1 + ∆t

τj
< 0;

Deste modo
√
β2
j − 1 + ∆t

τj
gera raízes complexas conjugadas, isto é,

g1,2 = βj ± i

√
1− ∆t

τj
− β2

j (5.32)

e tomando a norma de (5.32)

||g||2 = β2
j + 1− ∆t

τj
− β2

j = 1− ∆t

τj
< 1. (5.33)

Então, nesse caso, quando ∆t
τj
≤ 1 e β2

j − 1 + ∆t
τj
< 0, pelo critério de Von Neumann, há

convergência numérica para o sistema (5.27).

Caso II) β2
j − 1 + ∆t

τj
≥ 0.

Se σj ≤ 3
4
, neste caso, −1 ≤ βj = 1− 2σj

∆t
τj

(
sin2 ξ

2

)
− ∆t

2τj
≤ 1 e

0 ≤ β2
j − 1 +

∆t

τj
=

(
1− 2σj

∆t

τj

(
sin2 ξ

2

)
− ∆t

2τj

)2

− 1 +
∆t

τj
≤ 1, (5.34)

consequentemente, tem-se 0 ≤
√
β2
j − 1 + ∆t

τj
≤ 1. Assim, pela Desigualdade Triangu-

lar

0 ≤ |g| ≤ |βj|+

∣∣∣∣∣
√
β2
j − 1 +

∆t

τj

∣∣∣∣∣ = |βj|+

√
β2
j − 1 +

∆t

τj
, (5.35)

onde |g| pode não ser menor ou igual a 1, isto é, σj ≤ 3
4

assegura que −1 ≤ βj ≤ 1, mas
não assegura que |g| ≤ 1. Pois se σj = 3

4
e ∆t
τj

= 1, implica βj = −1 e a equação (5.34)
assumirá o valor máximo, logo, em (5.35) tem-se que |g| ≤ 2. Isto indica que se deve
mudar a restrição nos valores de σj

Deste modo, utiliza-se o Lema 5.1 para criar uma condição extra que garante |g| ≤ 1.
Fazendo uso deste resultado, concluímos que para cada valor de ∆t

τj
tomado, deve-se ter

1

2
≤ βj ≤ 1− ∆t

2τj
, (5.36)

onde 0 <
∆t

τj
≤ 1. Sendo assim, para este caso, tem-se a seguinte condição

1

2
≤ 1− 2σj

∆t

τj
sin2 ξ

2
− ∆t

2τj
≤ 1− ∆t

2τj
(5.37)

que se reduz à
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1

2
≤ 1− 2σj

∆t

τj
sin2 ξ

2
≤ 1. (5.38)

Resolvendo a inequação (5.38), vem que

0 ≤ σj ≤
1

4
. (5.39)

Logo, pelo Lema 5.1 conclui-se que quando 0 < ∆t
τj
≤ 1 e β2

j − 1 + ∆t
τj
≥ 0,

a condição de estabilidade de Von Neumann da equação discretizada (5.27) é dada por (5.39),
onde σj =

Dj∆t

∆x2
e j = 1, 2.

5.4 DIAGRAMA DE ESTABILIDADE PARA UM SISTEMA TELEGRÁFICO PREDADOR-
PRESA

No caso do sistema de equações (3.24) e (3.25), ou em sua forma discreti-
zada dada pelas equações (3.51) e (3.63), que descrevem um sistema telegráfico predador-presa
com efeitos difusivo, reativo e com retardo, não foi possível obter uma forma explícita para
a condição de Von Neumann. Neste contexto, apresenta-se uma experimentação numérica da
estabilidade do sistema de EDPs em estudo. Fixado os parâmetros reativos a1 = 1, a2 = 0.75,
b1 = 0.5, c1 = 0.5, c2 = 0.5, construiu-se um diagrama de fases das variáveis Dj (coeficiente
de difusibilidade) e τj (tempo de retardo), com j = 1, 2, evidenciando as regiões de estabilidade
e instabilidade do sistema de EDPs, isso para diferentes discretizações de ∆t e ∆x.

Para estimar uma condição de estabilidade através de simulações numéricas
do sistema de equações predador-presa com retardo (3.24) - (3.25), com u = 0, considerou-se
as seguintes condições iniciais e de contorno

S1(x, 0) = S0
1 , S2(x, 0) = S0

2 , ∀x ∈ [0, 50] (5.40)

S1(0, t) = S1(50, t) = S2(0, t) = S2(50, t) = 0, ∀t ∈ [0, 100], (5.41)

onde as condições iniciais são

S0
j =

15 ; 24 ≤ x ≤ 26

0 ; caso contrário
, (5.42)

onde j = 1, 2.
Vale ressaltar que todas as simulações contidas neste trabalho foram realiza-

das em um sistema operacional Ubuntu, onde os códigos foram todos programados em lingua-
gem FORTRAN 90 e as imagens geradas via software gnuplot.

Deste modo, realizou-se algumas simulações com diferentes partições do do-
mínio temporal. Fixado ∆x = 0.1, na Figura 5.2 mostra-se o gráfico das regiões de estabili-
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dade/instabilidade numérica dessas equações como função da difusão das populações de presas
e predadores (Dj) e do tempo de retardo da presa e predador (τj), para 3 diferentes valores de
∆t.

Importante ressaltar que D1 = D2 e τ1 = τ2 foram tomados iguais em todos
as simulações, isto é, não houve difusão nem retardo diferentes entre as populações S1 e S2.
Note que o intervalo de variação do parâmetro τj é 0, 001 ≤ τj ≤ 0, 1, para j = 1, 2.

Figura 5.1: Região de Estabilidade/Instabilidade para o sistema predador-presa telegráfico
(3.24)-(3.25) com ∆t = 0.002.

Fonte: Autor.
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Figura 5.2: Região de Estabilidade/Instabilidade para o sistema predador-presa telegráfico
(3.24)-(3.25) com ∆t = 0.0015255.

Fonte: Autor.

Figura 5.3: Região de Estabilidade/Instabilidade para o sistema predador-presa telegráfico
(3.24)-(3.25) com ∆t = 0.001.

Fonte: Autor.
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Agora fixa-se ∆t = 0.0015255. Na Figura 5.4 mostra-se gráfico das regiões
de estabilidade/instabilidade numérica dessas equações como função da difusão das populações
de presas e predadores (Dj) e do tempo de retardo da presa e predador (τj), para 3 diferentes
valores de ∆x.

Figura 5.4: Região de Estabilidade/Instabilidade para o sistema predador-presa telegráfico
(3.24)-(3.25) com ∆x = 0.1.

Fonte: Autor.
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Figura 5.5: Região de Estabilidade/Instabilidade para o sistema predador-presa telegráfico
(3.24)-(3.25) com ∆x = 0.05.

Fonte: Autor.

Figura 5.6: Região de Estabilidade/Instabilidade para o sistema predador-presa telegráfico
(3.24)-(3.25) com ∆x = 0.025.

Fonte: Autor.
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Para cada valor de ∆t e ∆x, a região abaixo do respectivo gráfico, como
mostrado nas Figuras 5.1 à 5.6, significa que o método explícito é numericamente estável, en-
quanto que a região acima do respectivo gráfico, são regiões de instabilidade numérica. Note
que ao refinar mais o domínio temporal, a região de estabilidade numérica cresce, enquanto que
um maior refinamento do domínio espacial implica num decréscimo da região de estabilidade
numérica.

Deste modo, fixado as condições inicias e de contorno (5.40), (5.41), (5.42) e
os parâmetros a1, a2, b1, c1 e c2, para cada valor de ∆t e ∆x utilizado nas simulações, obteve-se
um limite de valores dos parâmetros Dj e τj , j = 1, 2, em que há estabilidade numérica do
método explícito para as equações predador-presa com retardo (3.51) e (3.63).
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6 ANÁLISE DE CONVERGÊNCIA NUMÉRICA

O objetivo deste capítulo é reunir as informações obtidas nos capítulos anteri-
ores, afim de concluir sobre a convergência e estabilidade numérica do modelo em estudo. Para
isso, utilizar-se-á o seguinte Teorema:

Teorema 6.1. ( Teorema da Equivalência de Lax)

Para um esquema de diferenças finitas consistente de um PVI bem-posto, a estabilidade é con-

dição necessária e sufuciente para a convergência.

A demonstração do Teorema 6.1 pode ser encontrada em [35, 53]. Deste
modo, para verificar a convergência numérica, as hipóteses do Teorema da Equivalência de
Lax devem ser satisfeitas, primeiramente o fato das equações serem bem-postas, isto é, deve
se verificar se o problema em questão possui solução e se ela é única. Existem na literatura,
diversos trabalhos à cerca da existência e unicidade de soluções de equações do tipo telegráfica
com alguns termos não lineares. Para uma equação do calor com termo fonte, pode-se citar os
trabalhos [1, 15]. Para uma equação do tipo telegráfica, o argumento da existência e unicidade
de solução encontra-se em [4]. Sobre o sistema de a equações telegráficas predador-presa,
encontra-se na literatura os trabalhos [8, 12, 13, 42, 50] que estudam a existência e unicidade
de modelos similares, ou mais gerais, que o modelo em estudo.

Portanto, no contexto do Teorema da Equivalência de Lax, tem-se que si-
mulações numérica realizadas para o sistema de equações telegráficas predador-presa conver-
gem para a solução do problema, desde que as condições de Von Neumann sejam satisfeitas.
Salienta-se que o estudo de estabilidade para o sistema de equações telegráficas predador-presa
foi realizado numericamente, de modo que, antes de implementar as simulações numérica para
o problema, será realizado um estudo numérico de refinamento de malha para avaliar se as so-
luções numéricas encontradas estão em processo de convergência. Neste caso deve-se atender
ao Teorema de Cauchy para cálculo de limites [38].

6.1 REFINAMENTO DE MALHA E CONVERGÊNCIA

Para que se possa encontrar uma solução numérica para os modelos estudados
nos capítulos precedentes, todas as simulações numéricas realizadas neste capítulo consideram
as mesmas condições inicias e de contorno descritas em (5.40), (5.41) e (5.42).

Como S1 e S2 são as densidades da presa e do predador, respectivamente, para
obter a população total da presa e do predador, em um tempo t, deve-se calcular a área abaixo
das curvas delimitadas por S1 e S2 e acima do eixo coordenado. Esse cálculo é realizado por
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meio da integral definida

Pj(t) =

XFIN∫
XINI

Sj(x, t)dx, (6.1)

onde j = 1, 2, P1 e P2 são, respectivamente, as populações da presa e do predador, no tempo t.
Define-se NI o número de partições no domínio espacial e NJ o número de

partições no domínio temporal. Deste modo, temos as seguintes relações

∆t =
TFIN − TINI
NJ − 1

(6.2)

e

∆x =
XFIN −XINI

NI − 1
. (6.3)

Neste momento, estudar-se-á o refinamento de malha para os 3 tipos de equa-
ções oriundos do problema original, afim de analizar se o problema em estudo é posto do ponto
de vista numérico, e utilizar-se do Teorema 6.1, para concluir sobre a convergência numérica
do método utilizado nas discretizações. A seguir, as Tabelas 6.1 e 6.2 apresentam os valores
dos parâmetros, bem como as condições inicias, respectivamente, utilizados durante os testes
de refinamento de malha.

Tabela 6.1: Valores dos parâmetros das simulações para todos os modelos estudados.
Termos Presa (i = 1) Predador ( i = 2)

ai 1.0 0.75

bi 0.5 0.0

ci 0.5 0.5

Di 1.0 1.0

τi 0.001 0.001

T INI (TINI) 0.0 0.0

T FIN (TFIN) 100.0 100.0

X INI (XINI) 0.0 0.0

X FIN (XFIN) 50.0 50.0

Tabela 6.2: Valores para as Condições iniciais
Termos Presa (i = 1) Predador ( i = 2)

Condição inicial (Ai) 24.0 24.0

Condição inicial (Bi) 1.5 1.0

Condição inicial (Ci) 26.0 26.0

A Tabela 6.3 apresenta a experimentação numérica para a solução do sistema
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predador-presa com termos fonte (4.28)-(4.29) em função do refinamento da malha. Observa-se
o processo de convergência das populações como função desse refinamento.

Tabela 6.3: Valores das populações para vários refinamentos, no tempo t = 100 do sistema
predador-presa com termos fontes (4.1)-(4.2).

∆x ∆t População de Presa População de Predador
5.0 0.005 62.69325 18.90470

3.5 0.005 65.13775 19.45726

2.0 0.005 70.27077 20.51610

1.0 0.002 71.688326 21.042550

0.75 0.00175 72.227904 21.177584

0.5 0.0015 72.561293 21.298888

0.1 0.001 73.132640 21.496817

0.05 0.0005 73.208562 21.521853

0.04 0.0004 73.223191 21.526828

0.03 0.0003 73.238401 21.531841
Fonte: Autor.

A Tabela 6.4 apresenta a experimentação numérica para a solução do mo-
delo telegráfico (4.19) em função do refinamento da malha. Neste caso também observa-se o
processo de convergência da população como função desse refinamento.

Tabela 6.4: Valor da população para vários refinamentos, no tempo t = 100 do modelo telegrá-
fico (4.19).

∆x ∆t População
5.0 0.002 5.78033

3.5 0.002 4.24366

2.0 0.002 2.45236

1.0 0.002 2.494247

0.75 0.00175 2.691145

0.5 0.0015 2.525871

0.1 0.001 2.541215

0.05 0.0005 2.538582

0.04 0.0004 2.534497

0.03 0.0003 2.549075

0.02 0.0002 2.535217

0.01 0.0001 2.536463

0.005 0.00005 2.536197
Fonte: Autor.
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Enfim, apresenta-se na Tabela 6.5, a experimentação numérica para a solução
do sistema telegráfico predador-presa (4.28)-(4.29) em função do refinamento da malha . Nova-
mente observa-se o processo de convergência das populações como função desse refinamento.

Tabela 6.5: Valores das populações para vários refinamentos, no tempo t = 100 do modelo
telegráfico predador-presa. (4.28)-(4.29)

∆x ∆t População de Presa População de Predador
5.0 0.002 62.69325 18.90470

3.5 0.002 65.13776 19.45726

2.0 0.002 70.27077 20.51610

1.0 0.002 71.68832 21.04255

0.75 0.00175 72.22790 21.17758

0.5 0.0015 72.56129 21.29889

0.1 0.001 73.13264 21.49681

0.05 0.0005 73.20856 21.52185

0.04 0.0004 73.22319 21.52683

0.03 0.0003 73.23832 21.53186

0.02 0.0002 73.25332 21.53683

0.01 0.0001 73.26829 21.54183

0.005 0.00005 73.27579 21.54433

0.0025 0.000025 73.27954 21.54558
Fonte: Autor.

6.2 SIMULAÇÕES NUMÉRICAS DO SISTEMA TELEGRÁFICO PREDADOR-
PRESA

Nesta seção realiza-se algumas simulações numéricas do sistema de equações
telegráficas predador-presa. A seguir, ilustra-se dois exemplos baseados na Figura 5.2, para
∆x = 0, 1 fixo, considerando as condições de contorno dadas anteriormente em (5.40), (5.41)
e (5.42).

A partir da Figura 5.2, a primeira simulação numérica será realizada dentro da
zona de estabilidade, enquanto a segunda simulação será realizada na região limítrofe da região
de estabilidade conforme a Figura 6.1.
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Figura 6.1: Localização dos pontos de estabilidade/instabilidade tomados para as simulações
apresentadas nas Tabelas 6.6 e 6.7.

Fonte: Autor.

Para a primeira simulação, escolhe-se os valores apresentados na Tabela 6.6
para os parâmetros do modelo.

Tabela 6.6: Valores dos parâmetros da primeira simulação numérica para o sistema (4.28)-
(4.29).

Termos Presa (i = 1) Predador ( i = 2)

ai 1.0 0.75

bi 0.5 0.0

ci 0.5 0.5

Di 20.0 20.0

τi 0.05 0.05

A Figura 6.2 apresenta a variação da densidadade e da quantidade populacio-
nal de presas e predadores ao longo do espaço e tempo, respectivamente.
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(a) Densidade populacional de presas e predadores

(b) População de presas e predadores

Figura 6.2: Densidades e populações do modelo telegráfico predador-presa (4.28)-(4.29) para
∆t = 0, 0015 e ∆x = 0, 1.

Fonte: Autor.
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A Figura 6.3 mostra as densidades populacionais de predador e presa em todo
domínio escolhido. Observe que não há densidade populacional negativa.

Figura 6.3: Gráfico 3D das densidades populacionais de predador e presa, equação (4.28) e
(4.29), para ∆t = 0, 0015 e ∆x = 0, 1.

Fonte: Autor.

A seguir, na segunda simulação, escolhe-se valores muito próximos da região
de instabilidade. Esses dados são apresentados na Tabela 6.7.

Tabela 6.7: Valores dos parâmetros da segunda simulação numérica para a equação (4.28) e
(4.29).

Termos Presa (i = 1) Predador ( i = 2)

ai 1.0 0.75

bi 0.5 0.0

ci 0.5 0.5

Di 61.0 61.0

τi 0.05 0.05

A figura 6.4 apresenta a variação da densidadade e da quantidade populacional
de presas e predadores ao longo do espaço e tempo, respectivamente. Note que a densidade
populacional final de predadores é zero, ou seja, há extinção dos predadores. A Figura 6.4
(b) também mostra um comportamento irreal do ponto de vista biológico para a população de
presa, pois ela anula-se para em seguida crescer até a situação de saturação. Isto evidencia que
próximo a zona de instabilidade as soluções se comportam mal.
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(a) Densidade populacional de presas e predadores

(b) População de presas e predadores

Figura 6.4: Densidades e populações do modelo telegráfico predador-presa (4.28)-(4.29) para
∆t = 0, 0015 e ∆x = 0, 1, com parâmetros próximos à região de instabilidade.

Fonte: Autor.
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A figura 6.5 mostra as densidades populacionais de predador e presa em todo
domínio escolhido. Oberva-se que em um dado momento, surgem densidades populacionais
negativas, o que pode ser observado na Figura 6.6.

Figura 6.5: Gráfico 3D das densidades populacionais de predador e presa dadas em (4.28) e
(4.29) para ∆t = 0, 0015 e ∆x = 0, 1.

Fonte: Autor.
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Figura 6.6: Zoom da região onde ocorre solução negativa da densidade populacional da presa,
equações (4.28) e (4.29), para ∆t = 0, 0015 e ∆x = 0, 1.

Fonte: Autor.
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7 CONCLUSÃO

Nesse trabalho foi realizado a modelagem de um sistema predador-presa difusivo-
reativo com retardo. Esse sistema de EDPs pode modelar a interação de vários sistemas bioló-
gicos, até mesmo em meios fluidos com velocidade (vento, correnteza, etc...).

Primeiramente verificou-se que o método explicito aplicado às equações em
estudo é consistente com a EDP. Na sequência discutiu-se a estabilidade numérica dessas equa-
ções, via procedimento de Von Neumann.

Verificou-se que o método explícito usual aplicado à equação do telégrafo
e a um sistema de equações predador-presa sem retardo é condicionalmente estável. Como
não foi possível obter uma relação matemática explícita para condição de estabilidade de Von
Neumann para o sistema de equações telegráficas predador-presa, estimou-se uma condição de
estabilidade numérica através da relação dos parâmetros de difusão e de retardo das equações,
concluindo que a mesma também é condicionalmente estável. Também verificou-se que os
termos reativos, difusivos e de retardo da equação estão ligados à estabilidade e à dinâmica
populacional.

Em seguida, foi feito uma experimentação numérica acerca da convergência
do método numérico. Para isso, refinou-se a malha para concluir que as populações da presa
e predador do sistema telegráfico convergem com um erro cada vez menor, quando os espaça-
mentos temporais e espaciais ficam menores.

Finalmente, através do Teorema da Equivalência de Lax foi possível concluir
que o método explicito é convergente, quando satisfeitas as condições de Von Neumann, e
que através do estudo acerca do refinamento de malha, conclui-se que o problema em estudo
discretizado está posto do ponto de vista numérico,. As simulações numéricas confirmaram a
região de convergência do problema.

Como trabalhos futuros pretende-se agregar às equações o efeito convectivo,
como na modelagem inicial do problema e realizar o mesmo estudo com estes termos de ve-
locidade acoplados às equações de Navier-Stokes. Pretende-se também utilizar outro tipo de
termos fontes e dar continuidade ao estudo do problema em 2D.

Sobre as publicações realizadas a partir dos resultados desse trabalho:

• LUIZ, K. S. ; ORGANISTA, J. ; ROMEIRO, N. M. L. ; CIRILO, E. R. ; NATTI, P.
L. . Esquema Explícito e Implícito aplicado a um Modelo Predador-Presa: Simulações
numéricas. Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational
Mathematics, v. 6, n. 1, p. 010120:1-2. Trabalho apresentado no XXXVII CNMAC, S.J.
dos Campos - SP, 2017.

• LUIZ, K. S. ; NATTI, P. L. ; CIRILO, E. R. ; ROMEIRO, N. M. L. . Estabilidade
numérica da equação do telégrafo com difusão. In: I Simpósio Paranaense em Equações
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Diferenciais, 2017, Londrina. Anais SPED2017, 2017. v. 1. p. 70-72.
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